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Prolog

Raumliches Viereck
Google-Suche 29.10.16

"raumliches Viereck"” OR "windschiefes Viereck"

486 Links (ca. 2,1 Millionen fiir "Viereck")

"spatial quadrilateral” OR "skew quadrilateral” OR "3d quadrilateral™
OR "spatial quadrangle”™ OR "skew quadrangle™ OR "3d quadrangle”

2510 Links (ca. 8,5 Millionen fiir "quadrangle” OR "quadrilateral")
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Prolog
Die schulgeometrische Formenlehre raumlicher Figuren
ist gepragt durch einen bescheidenen Vorrat an Figuren
- meist als dienende Magd fur Berechnungen!

Formenlehre Berechnungs-

lehre

N

1T XX

Konstruktions-
lehre

Theorielehre

Stoffdidaktische Bereiche der (Raum-)Geometrie
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Prolog

Aufgabe 26: Wurfel erforschen

Gegeben ist ein Wirfel mit 4 cm Kantenlange.

Aufgabe 26.1: Wurfel erforschen

Berechne das Volumen.

Aufgabe 26.2: Wurfel erforschen
Berechne den Oberflacheninhalt.

»
1091-
Vergleichsarbeiten Klasse 8 (VERA2 2009)

Institut zur Qualitatsentwicklung
im Bildungswesen
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Das raumliche Viereck

1. Begriffsbildung
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Das raumliche Viereck
2. Einige elementare Aussagen




(1) Das Seitenmitten-Viereck eines rmumlichen Vierecks istein Paralkelogramm und
deshalb halbieren die Verbindungsstrecken gegenidberliegender Seitenmitten des
Parallelogramms einander im Mittelpunkt des Parallelogramms (Satz von Varignion).
Der Mittelpunkt des Seitenmitten-Parallkelogramms eines rmumlichen Vierecks halbiert
die Verbindungsstrecke seiner Diagomalenmitielpunkte.
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(2) Fur ein raumliches Viereck ABCD gilt: Die Summe aus den Guadraten der
Langen seiner Diagomalen ist glkeich der doppelten Summe aus den Quadraten der
Langen seiner Mittellinien: e+ £ = AN M* + M M%)

(3) Fiir ein raumliches Viereck ABCD gilt: Die Summe aus den Quadraten der
Langen seiner Seiten ist gleich der Summe aus den Quadraten der Langen
seiner Diagonalen vermindert um das Vierfache des Quadrats der Distanz seiner
Diagonalenmitten: a2 + b + cf + g = 22 + - J|NMM; |2
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Satz des Menelaos

(4} Vier Punkte P, P.. P, und P; auf den %eiten bzw. Seitengeraden eines
raumlichen Vierecks ABCD mit P; auf AB, P, auf BC P, auf CD und Py auf DA

liegen in einer Ebene genau dann, wenn gilt:
| AP, ||BP, ||CP, ||DP, | _ ,
|IRB|IRC]PD]|PA]
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Ungleichung von Ptolemaus

(5) Fir ein rmumliches Vierecks ABCD gilt: Die Summe der Produkie aus je nwei
Gegenseiten ist stets kKleiner als das Produkt seiner Diagonalen: ef = ac + bd
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(6} Die Summe der Innermwinkel in einem raumlichen Viereck ist Klkeiner als vier
rechte Winkel.
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(7} Jedes rmumliche Viereck besitzt genau eine Umkugel.
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(8) Jedes raumliche Viereck besitzt fir jpede seiner Seiten urmendlich viele
Ankugeln.

© 2016 Schumann ,,Vom ebenen zum raumlichen Viereck*




Das raumliche Viereck
3. Klassifikation einfacher RV




Symmetrien des Quadrats im Raum

Quadrat in der Ebene Quadrat im Raum

4 Z-rahlige Symmetrie-Achsen
4 Symmetrne-Ebenen

4 Z-zahlige Svmmefrie-Achsen

4-zahliges Svmmetne-Lentrum

4-zahlige metne-Achse
(G0°-, 1607-, 2707°- 360°Drehung um M) g& =ym
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Symmetrien der ebenen Raute Symmetrien der verraumlichten
im Raum Raute

—
AUFFALTEN
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Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten und gleichen Winkeln
(Sonderfall aufgefalteter Rauten)

Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten

7/
'l Ré&umliche Vierecke
|

(aufgefaltete Rauten) wht mit gleichen Winkeln
. {Sonderfall aufgefalteter
PhyS|sche Modelle Parallelogramme)
. aus Trinkhalmen und
Pfeifenreinigern %
hf
" Md
C
o B
A A ¢
Rdumliche Vierecke __Ma - =
aus zwei Paaren gleicher Nachbarseiten . ~Réumliche Vierecke .
(aufgefaltete Drachen) mit zwei Paaren gleicher Gegenwinkel
. . . (aufgefaltete Parallelogramme)
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Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten und gleichen Winkein
(Sonderfall aufgefalteter Rauten)

Raumliche Vierecke Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten mit gleichen Winkein
(aufgefaltete Rauten) (Sonderfall aufgefalteter

Parallelogramme)

/ |

Raumliche Vierecke Raumliche Vierecke
aus zwei Paaren gleicher Nachbarseiten mit zwei Paaren gleicher Gegenwinkel
(aufgefaltete Drachen) (aufgefaltete Parallelogramme)

\/

Raumliche Vierecke
(aufgefaltete Vierecke)

Haus der symmetrischen raumlichen Vierecke
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Raumliche Vierecke
mit zwei Paaren gleicher Gegenwinkel
(aufgefaltete Parallelogramme)

In der Ebene sind jeweils Gegenseiten-Gleichheit
und Gegenwinkel-Gleichheit das Parallelogramm
kennzeichnende Eigenschaften. Gilt das auch fur
das verraumlichte Parallelogramm?

Es ist bei Benutzung des 1. Kongruenzsatzes
unmittelbar einzusehen, dass aus der Gleichheit
der Gegenseiten eines raumlichen Vierecks die
Gleichheit seiner Gegenwinkel folgt.

Im Gegensatz zur Ebene ist aber der Beweis, dass
sich aus der Gleichheit der Gegenwinkel eines
raumlichen Vierecks die Gleichheit seiner Gegen-
seiten ergibt, wesentlich schwieriger und
umfanglicher.

Thébault, V. (1953): On the Skew Quadrilateral.
In: The American Mathematical Monthly, Vol. 60,
No. 2, p. 102-105
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Raumliche Vierecke

e Ein Gelenkviereck: Das Bennett-lsogramm

(aufgefaltete Parallelogramme)

Kinematische Geometrie des
Bennett-Isogramms
Hausarbeit aus Darstellender Geometrie
Peter Schreiber
eingereicht bei
O.Univ.-Prof.Mag.rer.nat.Dr.techn. Hans Vogler
Institut fiir Geometrie, Technische Universitat Graz

Graz, im Jéanner 2003



Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten whi
(aufgefaltete Rauten)

Rédumliche Vierecke
mit gleichen Seiten und gleichen Winkeln
(Sonderfall aufgefalteter Rauten)

whf

A

Rédumliche Vierecke

aus zwei Paaren gleicher Nachbarseiten
(aufgefaltete Drachen)
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Rdumliche Vierecke

mit gleichen Winkeln

{Sonderfall aufgefalteter
Parallelogramme)

MdL,

Raumliche Vierecke

mit zwei Paaren gleicher Gegenwinkel
(aufgefaltete Parallelogramme)







Billardbahnen im Tetraeder \

Raumliche Vierecke

mit gleichen Seiten und gleichen Winkeln
(Sonderfall aufgefalteter Rauten)

A

Raumliche Vierecke
mit gleichen Seiten
(aufgefaltete Rauten)

/

a=b=c’; a’=b"=c

B

Raumliche Vierecke - :
aus zwei Paaren gleicher Nachbarseiten Raumliche Vierecke
(aufgefaltete Drachen) (aufgefaltete Vierecke)
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Rédumliche Vierecke
mit gleichen Winkeln
(Sonderfall aufgefalteter
Parallelogramme)

a=a'=b=b'

A

Ridumliche Vierecke
mit zwei Paaren gleicher Gegenwinkel
(aufgefaltete Parallelogramme)
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Das raumliche Viereck
4. Das Inkugelviereck




a<bad<c

a-b=c-d

Kreis-Viereck (Tangentenviereck)

(9) Ein konvexes ebenes Vierecks ABCD ist ein Inkreisviereck genau dann, wenn
gita+c=hb+d.
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Inkreisviereck im Raum
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] _._. C
Inkugel-Viereck

{10) Die winkelhalbierenden Ebenen eines raumlichen Vierecks ABCD mit der
Eigenschaft 2 + ¢ = b + d schneiden einander in einer Achse i, deren Punkte

Mittelpurnkte jener Kugeln sind, welche die Seiten bzw. Seitengeraden des
Vierecks berthren.
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Verraumlichte Drachenvierecke
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(11) Die vier Beriihrpunkte jeder dieser Inkugeln liegen in einer Ebene.

(12) Die vier Beriihrpunkte liegen auf einem Kreis in dieser Ebene.
Die Schnittgerade der vier winkelhalbierenden Ebenen geht durch den
Mittelpunkt dieses Kreises und steht senkrecht auf der Kreisebene.

(13) Die Neigungswinkel der Seitengeraden gegen die Kreisebene sind einander
gleich.
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Zusatz
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£u jedem raumlichen Viereck ABCD mit der Eigenschaft a + ¢ = b + d eXistiert
genau ein Rotationshyperboloid, welches alle Seitengeraden des Vierecks enthalt
und tangential zu allen Beridhrkugeln ist.
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Das raumliche Viereck
5. Das Ankugelviereck




Ankugelviereck

Ankreisviereck

Ein ebenes Viereck ABCD ist ein Arkreisviereck gemau dann, wenn gilt:

(14)

a+h

Cc+d.

wenn gilt:

(15) Ein rmumliches Viereck ABCD ist ein Ankugelviereck genau dann,

a+bh

C+dq.
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Das raumliche Viereck
6. Das 8-Tangentialkugelviereck




kDAB

Die 4 Tangentialkugeln der inneren Winkelhalbierenden
eines beliebigen raumlichen Vierecks ABCD, welches
weder ein Inkugel- noch ein Ankugelviereck ist.
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Problem: Welche Arten von
Kl./lgelberﬂhrungen gibt es

generell, wenn das raumliche
Viereck weder ein Inkugel-
noch ein Ankugelviereck ist?

Die 4 Tangentialkugeln der auBeren Winkelhalbierenden
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Beziehung zwischen Viereckseiten und Tangentialabschnitten

Vorzeichen der Tangentialabschnitte: oy, om, o=, oy

SOLVE([ta + tb = a, g2-tb + tc = b, 03-tc + td = ¢, 04-td + gl-ta = d], [ta, tb, tc, td])

a-g2-0g3-0d4 — b-g3-0g4 + c-0g4 - d - a-gl + b-g3-04 — c-04 + d
ta = A tb = A TtCc =
g2-0g3-0g4 - ol g2-g3-04 - ol
a-gl-g2 - b-gl + ¢2-(c-04 - d) - a-gl-02-03 + b-gl-g3 — c-0l + d-02-53 ]
A td =
g2-g3-0g4 - agl g2-g3-0g4 - ol

Losbarkeitzbedingung: .G, # o, (fur &, = +1: 0.0, = -1 und fur @, = -1: o0, = +1)
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Spezifizierte
Losungen:

1. Fall

2. Fall

3. Fall

4. Fall

5. Fall

6. Fall

7. Fall

8. Fall

[o1, @2, o3, 4] = [+1, +1, +1, -1]
a-b+c+d a+b-c-d
ta = A th =
2 2
[o1, g2, o3, g4] = [+1, +1, -1, +1]
a-b-c+d a+b+c-d
ta = A th =
2 2
[o1, @2, o3, 4] = [+1, -1, +1, +1]
a+b-c+d a-b+c-d
ta = A th =
2 2
[e1, g2, o3, g4] = [+1, -1, -1, -1]
a+b+c+d a-b-c-d
ta = A th =
2 2
[ol, @2, a3, o4] = [-1, +1, +1, +1]
a-b+c-4d a+b-c+d
ta = A th =
2 2
[g1, o2, o3, o4] = [-1, +1, -1, -1]
a-b-c-d a+b+c+d
ta = A th =
2 2
[el, o2, o3, 4] = [-1, -1, +1, -1]
a+b-c-4d a-b+c+d
ta = A th =
2 2
[gl, @2, a3, o4] = [-1, -1, -1, +1]
a+b+c-4d a-b-c+d
ta = A th =
2 2

A

tc

tc

tc

tc

tc

tc

tc

tc

-a+b+c+d

a-b+c-d

A td = :|
2 2
a+b-—c+d -a+b+c+d
}\td:
2 2
a+b+c-d -a-b+c+d
A td =
2 2
a+b-c-d a+b+c-d
}\td:

2 2
a+b+c-d a-b+c+4d
/\td:

2 2
a-b+c+d —-a+b+c-d
/\td:

2 2
a+b+c+d -a-b+c-4d
A td =
2 2
a+b-c+d a+b+c+d
Atd:

2

2
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Jedes raumliche Viereck ABCD, das weder ein Inkugel- noch ein Ankugelviereck
Ist, besitzt genau acht Tangentialkugeln.

Die Mittelpunkte der 8 Berlihrungskugeln eines Vierecks ABCD, das weder ein
Inkugel- nochein Ankugelviereck ist, als Schnittpunkte von innen- und
aulkernwinkelhalbierenden Ebenen:

1. Fall: M, Schnitipunkt der innenwankelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln A, B, C
und der aulfenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel D.

Z. Fall: M, Schnitipunkt der innenwinkelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln A, B, D
und der aulfenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel C.

J. Fall: M; Schnitipunkt der innenwankelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln A, C, D
und der aulenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel B.

4, Fall: My Schnitipunkt der aullemwinkelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln B, C, D
und der innenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel A

5. Fall: M; Schnitipunkt der innenvankelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln B, C, D
und der aulfenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel A

6. Fall: M; Schnitipunkt der auliemvinkelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln A, C, D
und der innenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel B.

{. Fall: M; Schnitipunkt der aulizmvinkelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln A, B, D
und der Innenwinkelhalbierenden Ebene mit dem Scheitel C.

a. Fall: Mz Schnittpunkt der auliemwvinkelhalbierenden Ebenen mit den Scheiteln A, B, C
und der innenwinkelhalbigrenden Ebene mit dem Scheitel D

Kennzeichnung der Tangentialkugeln

Die Falle 1 - 3 und 5 kennzeichnen die Kugeln 1. Art, also die Berthrungs -Kugeln,
deren Mitielpunkte Schnitt von jeweils 3 innemnwinkelhalbierenden und einer
aulemnwinkelhalbierenden Ebene ist.

Die Falle 4 und 6 - & kennzeichnen die Kugeln 2. Art, also die Bertihrungs-kugeln,
deren Mittielpunkte Schnitt von eweils 3 aulernwinkelhalbierenden und einer
innenwinkelhalbierenden Ebene ist.
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Zusatz: Berechnung der Tangentialabschnitte aus den Viereckseiten

Semia

S

SNNRNY
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Das raumliche Viereck

7. RV-Klassifikation nach
Beruhrungskugel-Eigenschaft




Flir owomoy - o = Qergibt sich das Gleichungssystem

d=L+lhn b=+, A C=ol;* Iz A O=oly+ ;ql;

1) [onooeodd = [+1,41,#1,41]:. a+c=d+b
7) . = [+1,41,1,1]: |b=a+c+d
. = [+1,1,#+1,1]: a+bh=c+d .
9 [ ] 1. Fall: Inkugebviereck
4) . = [+1,1,+1,1]: |d=a+b+c _
J. und 6. Fall: Ankugelviereck
a) . = [-1,#1,+1,1]: b=a+c+d
Restliche Falle ohne Ergebnis
B) . = [1,1,1,H]: |a+d=b+c
7) . = [1,1#1,4]: |c=a+b+d
2) . = [1,-1,1,1]: a+b+c+d=0

Entweder hat ein Viereck im Raum genau acht Tangentialkugeln oder das Viereck
ISt ein Inkugelviereck oder ein Ankugekiereck oder sowohl ein Inkugelviereck als

auchein Ankugelviereck.
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8. Schlussbemerkungen



Die vorstehende Sachanalyse zeigt im
Vergleich mit der Lehre des ebenen Vier-
ecks uberraschende Ergebnisse u. a. uber

die Kugelberuhrungen raumlicher Vierecke.

Anwendungsorientierte, aber anspruchsvollere
Erweiterungen waren die Behandlung
raumlicher Viereckgelenke und die nicht mehr
elementargeometrische Behandlung der

zwischen den Viereckseiten aufzuspannenden
Minimalflachen.

© 2016 Schumann ,,Vom ebenen zum raumlichen Viereck*




Als eine Anwendung raumgeometrischen Konstruierens mit
DRGSen bietet das formenkundliche Thema ,,Raumliches
Viereck® ein reichhaltiges und herausforderndes Arbeits-
feld fur Studierende des Lehramtes und fur leistungsfahige
Schiuler-/ Schulerinnen der oberen Sekundarstufe | und der
Sekundarstufe Il.

Das Thema eignet sich auch fur die Projektarbeit, fur
Schuler-Arbeitsgemeinschaften und fur individuelle
Schulerarbeiten — und auch fur sogenannte raum-
geometrische ,,Forscher®.

Schuler/-innen als ,,mathematische Forscher*
— ein neue Form des mathematikdidaktischen
Egozentrismus?
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Danke fur lhre Aufmerksamkeit!




Epilog

,Ist die Weite des bekannten
geometrischen Wissens mit

der Oberflache des Ozeans
vergleichbar,

so seine Tiefen mit dem noch
unerforschten raumgeometrischen
Wissen.”

H. Schumann, Oktober 2016
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