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1. Einleitung

Cabri I+

Algebraische Kurven mit Cabri I+ Strophoide

Behauptung: x+xy2-rx2+ry?=0 baw. (x-r)x2 + (x+r)y2 = 0.
Wie ist nun die obige Gleichung zu verifizieren? Anhand der
Abbildung leiten wir die Parameterdarstellung geman der
Konstruktion von H(x:y) her, um durch Elimination des
Laufparameters die entsprechende Gleichung zu gewinnen.
Der Abbildung entnehmen wir:

X=Xe=rcosa, y= xtan% = rtan%cosa,
Dabei verwenden wir, dass h; Winkelhalbierende im
gleichschenkligen Dreieck ABC ist. Der Tangens wird durch
einen Term mit Cosinus ersetzt:

y=r 1—cosac°sa bzw. y2=1_c°sar?cos?a‘
1+cosu 1+coso
Mit x = r-cosa folgt y* = % x2
rF+X

und daraus (x-r)x? + (x+r)y? = 0 bzw. x*+xy?-rx*+ry?=0.
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Algebraische Kurven mit Cabri I+

Ellipse

Behauptung: b*x* + a?y* = 1
Nach dem 2. Strahlensatz gilt:
b:y=a:y
und nach dem Pythagoras-Satz
y2* =a%-x%

alsoistb?:y2=a?: (a?- x2).
Daraus folgt bx® + a?y? =

nach Multiplikation mit a%b?

die Normalform (x/a)? + (y/b)* = 1.
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Algebraische Kurven mit Cabri I+

2y i T2y

12 11K

Pascalsche Schnecke
als LotfuBpunkt-Kurve

v +300x-900=0

Behauptung: (x2 + y2)2 - 2px? - 2pxy? + (p? — ) x — r2y2 + 2pr2x — (prE = 0
Aus der Abbildung entnehmen wir:
xg= rcasf, yg=rsing (1);

die Tangentengleichung ¥¥s  c0SP 2);

X-Xp  sing
die Lotgleichung =518 (5
ie Lotgleichung S+ 005B (3)

Nach Auflosen von (2) bzw. (3) nach y und Gleichsetzen erhalten wir far die
x-Koordinate des Lotfufipunktes F:

% = p-sin?p + r-cosp (d4a)
und durch Ersetzung von x in (3) mit (4a) die y-Koordinate von F

y = sinfi (r-prcosp) (4b).
Mit MATHEMATICA erhalten wir mittels des Eliminationskommandos sofort das
gewunschte Ergebnis, wenn wir vorher den Sinus noch durch den Cosinus
ausdricken:

Eliminate[[x« p+ {1 (Cos (B})*) +r «Com (8), ¥+« V1- (Cos (B))? « (r - psCom (8)}], 8]

2px sxtspx 2t -2y e x' B - ey ) eept et a iy -

B(xB;yB
Fxy)
B 1
M=O[ r P(p:0)

Prof. Dr. Heinz Schumann, Eulenweg 12, D-88289 Waldburg, Vortrag 33. Fortbildungstagung fiir Geometrie, Strobl 2012




Pascalsche Schnecke als

: : e
Algebraische Kurven mit Cabri Il Konchoide (Muschellinie")

yh 123 - 12xyt #3257 L4 47 =0

Die Konchoide einer Kurve k beziglich eines Pols O besteht aus allen Punkten P fur die gilt: Ist K ein beweglicher Punkt
auf Kreis k und | eine fest gewahlte Lange, so liegen OKP auf einer Geraden und es ist |OP| = |OK| + | bzw. |OP| = |OK] - I.
Die konstruktiven Parameter sind der Kreisdurchmesser a und die Lange |.

Behauptung: (x2 + y22 - 2ax® — 2axy2 + (a2 - P)x2 - Ry2 =0
Man erkennt bzw. findet heraus, &hnlich wie bei der Lotfullpunkt-
kurve durch Variation ganzzahliger Parameterwerte, folgende
Abhangigkeit der Koeffizienten bezuglich des gewahlten
Koordinatensystems: Der konchoidalen Konstruktion lesen wir
sofort die Polarkoordinaten-Darstellung ab:

p=a-coso * |, cos (p=5 und p=qx>+y?.
p

Aus dieser ergibt sich (x*+y?-ax®)? = F(x*+y?)
bzw. (x2 + y2)2 — 2ax® — 2axy? + (a2 — [2)x2 - [2y2 = 0.
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Algebraische Kurven mit Cabri I+ Hypokissoide
. )
G G
; ‘
P
. . 1
S . 83 1
Al M 17 A
a=4,00 ¢]
* 2+d4y=0
g 9

2—2.x2+‘2y2='0 -3 +yi=0

Behauptung: x*+xy*+(a-d)x*+ay*=0
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Algebraische Kurven mit Cabri I+

Eine Methode zur Behandlung algebraischer Kurven

1) Zirkel-Lineal-Konstruktion der algebraischen Kurve in Cabri I+
2) Einbettung in kartesisches Koordinatensystem

3) Automatische Bestimmung der algebraischen Gleichung

4) Bindung der konstruktiven Parameterobjekte an Gitter

5) Zusammenhang: Konstruktionsparameter — Koeffizienten

6) Mathematische Verifikation

Schumann, H. (2001): Ein dynamischer Zugang zu ,einfachen”
algebraischen Kurven. In: math. did., Jg. 25, Bd. 1, 79-101
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Kann man prinzipiell

an interaktiv konstruierten

geometrischen Figuren

automatisierte algebraische Berechnungen

durchfuhren?
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2. DGS mit algebraischer
Berechnungskomponente

Was hangt Wie von Wem ab?

D C
Ne"w cm
= G
cm
h=8,57 cm
A a=16,60 cm B

In einem DGS kann im Allgemeinen nicht erkléart werden, wie eine
gemessene GrolRe von den Parametern einer konstruierten Figur abhangt!

GX
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Was hangt Wie von Wem ab?

In einem DGS mit automatischer Berechnungskomponente kann eine
GroRe in Abhangigkeit von den Parametern einer konstruierten Figur
algebraisch berechnet werden GX
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Automatische
Berechnungen

Themen:

- Dreiecksgeometrie
- Kreistangenten

- Kreisberuhrungen

- Algebraische Kurven
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Dreiecksgeometrie mit GX

geometry
expressions + C

Was hangt alles von a, b, c wie ab?
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GX

Dreiecksgeometrie mit GX

A el _ v

— _—

! abc

. - -3l I |
. Fo o a+b+c-\a+b C4Ja b+c--a+b+c R= Ja-l-fb-l-c-J(a+b-c)-(a-b+c)-(-a+b+c)
. F Jatb+c-Jatb-c-|a-b+c--atb+c
i 4
|
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Dreiecksgeometrie mit GX

b

4 2 i
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GX

Dreiecksgeometrie mit GX

— /)
r— ~1.7638227

2-Jatb+c

. Fe Ja+b+cja+b-c-[a-b+c--atb+c ;2 9.9100108
4

¢ S

F atb+c Name Value

e |

r 2 a 6.2718038
b 7.9401801
c 5.6080377
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Dreiecksgeometrie mit GX

M2 B .
o« — ——
) Jatb+catb-c--a+b+c
-
2-ja-b+c
ABC a-b+c

=3

r2

2

g ABC
i
1

=

N e e
_ Jarbrerfatbofabre

.~ 2+atb+c

M1

-a+b+c
2

a.ABC:) .Ja+t€+c-, a+b-c-44a-b+c- -

3 Jatb+c-ja-b+c-[-a+b+c
e |

2-ja+b-c

ABC atb-c
B3 2
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GX

Dreiecksgeometrie mit GX

MIM2=

= Ja+b-cJa-b+c--a+b+c
/A

.ABC Jat+b+c-ja+b-c-Ja-b+c -atb+c //
=g s
4 P
M1M2M3 4abc 7
ABC  (atb-c)(abrc)(-arbrc)y’
7/
7

s
/!
b

(a-b+c)(-a+b+c)

2o

M3M1
= fa+tb-c)(-a+b+c)
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GX
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Dreiecksgeometrie mit GX

Jatb-c-fabtc, -a+b+c-(ﬁia+b-c-, ab+c-[atbrc+2-fa-|c*+c-(a-b)
=
2-fatbrc: [W-W-Wﬁ-z-@wfc%o(a-b)

T 2l (feprlebre farbre)
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GX

Dreiecksgeometrie mit GX

C(XB y3)
Mb
/ Ma
S
At . abc ; (x1 "X‘
g R— : 3
Ja+brc- [(a*b-c)(a-b+c) (-a+b*c)
. . abc A Mc .
Feuerbachkreis_Radius— = (x2,y2)
2-[a+btc-[(atb-c)(a-b+c)(-atb+c) s [x1 +x2+x3 |yl +y2+y3} B
T ol e i 2
3 3
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Dreiecksgeometrie mit GX

ad a4
c-sin(B) c
b= sin(a+B) c-sin(a)
| sin(a+B)>0 a— sin(a+p)
v | sin(a+@)>0
by

C=, a2+b2-2-a-b-cos(v)

a-\/sin(a)zd—sin(a*-B)Z-Z-sin(a)-sin(a+[3)-cos(B)

b=
sin(a)

GX
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Vierecksgeometrie mit GX

D H ¢
M
N L
F K E
P J
D F c !
A
M Gl B B
N L " »
2
G 9 K ED @ urunop— 2
p J
i
A H B
* @ 1
. 2, i
@ wrevmor=, 22 @ JKLMNOPQ= %”(“)

< brsinia)
@ <unoPaR— % G X
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Vierecksgeometrie mit GX
i s
e —b — Dr |3| ’ c
D C o
2
N
N
Q M Q M
o L !
o) h G h
Q K
Q K
i J
AT = & B A E E
) R l P
|
) @ o unopay, &N (B br22at’s0’) ABCD= 56.818411 JKLMNOPQ=; ~8 9534878
.ABCD: . . S e r ey . .
ABD _, 94607351
Name Value
a 10.133523
b 6.4708413
h 6.8437925
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Dreiecksgeometrie mit GX
. C . ~C

Seiten-Drittelung Seiten-Drittelung

A
- S "
SgE— 'CAB
. e Ja+b+c- a+b-c;l‘ia—b+cuf—a+b+c Quﬁ a+b+c 'F [a+b+C [a+b-C - [a-b+C [ -ath+c O”:’ atbic
—
. G Jab+c [ a+b+c 4
@ Fio DO E e (urs T @ 2. S B[S () wan, O

5
100
F u F L
——16 — =4 2= =
F1 ut
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Dreiecksgeometrie mit GX

—_ B
[ c —
@ EECETC T I (s
Pl
. Fies Jatb+c-fatb-cfa-b+c-atbc ®u1:> a+;)+c

196

F u
49 Y
F1= il

@r=
4
. Fo_. Ja+b+c-fa+b-c-ja-b+c-a+b+c O 2=

Jatb+c-jatb-c~ja-b+c-|-atb+c O u—a

256

F u
— .64 il
2= ipds

'WB

+h+c

a+b+c
8

GX

Dreiecksgeometrie mit GX

v
’iB

- . — c— —
o W-ijm-m usarbrc
' Fr_ Jarbro-fatbc-farbre fatbre O ut 2EC

‘(

4
. F2 Jatb+c-Jatb-c-a-b+c-atb+c Q w2
=

. Fo Jatb+cfatb-c-[a-b+c-j-a+b+c O U ath+c

400 10 484
%:»100 —=10 %:121 =t
u _3n-1 i-| 3n-1‘\|2_ u _3n+1 i_-’3n+1‘\|2 H=357
ul 2 'HA 2 J'u2z 2 'F2 | 2 )T

ﬂB'

a+b+c
1

GX

14



Dreiecksgeometrie mit GX

4
I e————
. Dreieck= Jatb+e-Jatbc-fa-bre-larbic

4
. Jarbre- farbc- fabee- atbee

Dreieck/Sechseck

= (3n+1)(3n-1)/8

 mrrnel rormerl P o

@ Drsiec Jatbre-jarbco fa-bre - fatbre

4 0 =
@ sechoscis .‘am*{:‘_‘a-v-b-(;;;z-b_—c‘_'-a*boc furn= 3,5,7, ...

Dreieck
Q7. =55
Sechseck
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Dreiecksgeometrie mit GX

Seiten-Viertelung

B \
75 AN
I ey S\

— e

| S —— >
¢ C
' s Ja+tb+c -,ﬂa+b—c2-\5ia—b+c -JFa+b+c . ST 4-fatbrcfatbca-brefatbrc
49
. MNOs a+b+c[atb-c-Ja-b+c--atb+c .VWXQ 4-Ja+b+c-[a+b-cfabrc-fatb+c
49

121

GX




Dreiecksgeometrie mit GX

‘ ABC= Jatbre -\/a+b-cja_b+c -a+b+c

. S Ja+b+cfatb-c g/a-b+c --a+b+c

. HIJes \/a+b+c-Ja+b-02-;/a-b+c-\/-a+b+c

GX
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Kreistangenten mit GX

| m-r2

o ZiM2s —— e Zini 2:m-r1-12

| B —
ri+2 M= 2y r2)

-
\

ta= |mPr2+2-r1-r2-r22

tim mP-r1%-2:r1 1212

| m-|r2]
“ZﬁMZ:)W —_
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GX
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Kreistangenten mit GX
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GX

Kreistangenten mit GX

M1
L:}

‘ 12:(r1+12)

r1-(r1+r2)
-r1+r2

v

-r1+r2
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Kreistangenten mit GX

3

\ el
2, J4,a2 m2rmt-2 m2 12142t (2 m \2{12] {

e
o J4 a>m?+m*-2-

rnWﬂZ"ﬂf— (Comz2r1?)

2m

|
|

GX
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Kreistangenten mit GX

. - Ja+b+c Ja+b-c;fa-b+c\\}—i+b+c

rATBYC: Ja+b+c-[atb-c-ja-b+c--a+b+C

717273
= +1B)-(FA+IC)-(rB+IC)

ABC  (rA+B)(A+rC)-(rB+rC)
Z12273

GX
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Kreistangenten mit GX

Paart man drei in einer Ebene liegende nicht
konzentrische Kreise, so liegen die auBeren
Ahnlichkeitszentren der drei Kreispaare auf
derselben Geraden, der so genannten

Ahnlichkeitsachse. (D’'Alembert 1717-1783)
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GX

Kreisberihrungen mit GX

Das Berlihrungsproblem des Apollonius

Soddy-Konfiguration
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GX
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Exkurs
Das Berlhrungsproblem des Apollonius

IMAM| = r+r1
IM2M| = r+r2
IM1M| - [M2M| = r1 - r2 = konst.

ANALYTISCH - GEOMETRISCHE
ENTWICKLUNGEN

vox

pn JUL PLUCKER,

ATSSERGROENTISCHEN PROFESSOR 15 Boss.

IWEFTER BAND

MIT EWE] KUPFERTAFELE

ESSEN,
#r G D BarpERER
1831
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Kreisberihrungen mit GX

Vier-Kreise-Satz von Descartes
Gesetz uber die Krimmungen von vier einander bertihrenden Kreisen

1

1.1 1 1 1
—t—t— 2 [——F————
M r2 3 r-r2 113 213

rdi= 1

1
da= -1 1 1 J1 1 1

M2 e S\ ne A 2 G
r 2 : X
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Kreisberihrungen mit GX

1 1 1 1 1 1 1
#1: - — - — - + 2|l — 4 + =—
rl r2 r3 rlar2 r2.r3 r3arl 4
#2: 2./{51.(52 + 53} + s2.53) - 51 - 52 - 53 = 54

#3: 2.J{s1-(s2 + 53) + 52.53) = 51 + 52 + 53 + 54

z
#4: (2.[(s1.(s2 + s3) + s2.53))

#5: 4.51.52 + 4.51.53 + 4.52.53
z
#6: (sl + 52 + 53 + s4)
z z z z
#7: 51 + 2.51.52 + 2.51.53 + 2.5lesd + 52 + 2.52.53 + Z.52.54 + 53 4+ 2.53.54 + 54
2 z z z
#8: 51 + 2.51.52 + 2-51.53 + 2.51.54 + 52 + 2.52.53 + 2.52.54 + 53 + 2.53.54 + 54 = 4.51.52 + 4.51.53 + 4.52.53
2 z z 2
#3: 51 + 52 + 83 + 54 = 4.51.57 + 4.51.83 + 4.52.53 - 2.51.52 - .51.83 - 2.51.54 - Z.5E.53 - 2.52.54 - 2.53.54

2 2 2 2 2 2
#10: 2.(s1 + 52 + 53 + 54 ) = 4.51.52 + 4.51.53 + 4.52.53 - 2.51.52 — 2.51.53 - 2.51.54 - 2.52.53 - 2.52.54 - 2.53.54 + 51 + 52 +

2 2
53 4+ 54

#11:

Das Doppelte der Quadratsumme der Krimmungen ist
gleich dem Quadrat der Summe der Krimmungen.
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Kreisberihrungen mit GX @

@ Fi=m@by FA-F2-F3- 2ab
F4+F5= 2-rah

GX
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Kreisberihrungen mit GX @
ab(at+b) M=

ab@) 2 raprar?

3
7 alrabeob?

ab(a+h)
= aPrabr16-07
ab(atb)

By
= drabosb?

1

ST N IEUT B B 1
a x atb ax a(atb) x(a+b)
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GX

Kreisberihrungen mit GX

2a —
iad-a =

n° +2

,n=123,...

=———,n=12.3,..

+2
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GX
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Kreisberihrungen mit GX

- R >
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GX

Algebraische Kurven mit GX

Ellipse= 4-Y2k2+4-e% k2K 4 X% (16-624 442 )=0 KEk" X (16/e%+4:k" =0
4 - - 4

Cassinische_Kurve= -X"-Z-)S:-YQ-YA+2-Xz-e2-2-Y2-ez-94+k2=0 Apollonius_Kreis— -e%+e7
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Algebraische Kurven mit GX

6
Verallgemginerte_Kissoide= X .X{y%+Y%a+X>(-2+a)=0

B

A

(9]
% >

E"
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Algebraische Kurven mit GX

TriLektrix: 2X32:%Y2+3-X2a-Y%a=0
4

C
2
3t
L A \
_ > § 4 /0% e
-2
-4 x=%+a-cos(2-t)
Parameterdarstellu
= _assin(t)ysin(31)
=] - -sin(3-1)-cos(t)+sin(t)-cos(3-1)
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Algebraische Kurven mit GX

. 24,2 _
Kreis= X'+¥"-2-X-a=0 Kurve_4ter_Drdfiung= -3-X*2-X% Y2+ Y*+4-X°-a-4-X-Y>-a=(
4 o) 4
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Algebraische Kurven mit GX

Quartic= X2 Y%+Y%2.r*=0

[Ti4

_ rcos(t)
B*  Parameterdarstellung— sin(t)
Y=rsin(t)

Prof. Dr. Heinz Schumann, Eulenweg 12, D-88289 Waldburg, Vortrag 33. Fortbildungstagung fir Geometrie, Strobl 2012




Algebraische Kurven mit GX

6
Versiera_Agnesi=| X%.Y+4-Y-r-8-r’=0
«——t—

X=t
2 Parameterdarstellyng— 81

Taret

Maria Gaetana Agnesi (1718 — 1799), italienische Mathematikerin und Philanthropin
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Algebraische Kurven mit GX

6
Pascalsche_Schnecke—= X*+2-X?

5 -4

Parameterdarstellun

X=b-s]n(a)2+a-cos(u)
Y=(a-b-cos(a))-sin(a)

Prof. Dr. Heinz Schumann, Eulenweg 12, D-88289 Waldburg, Vortrag 33. Fortbildungstagung fir Geometrie, Strobl 2012

26



3. Zusammenfassung

DGS constrait based
Eingabe == Verarbeitung = Ausgabe

Konstruktion
einer geometrischen

(Black Box)

Verarbeitung
Berechnung mit

Algebraische
Eigenschaft

Figur mit den Sie Methoden —l der Figur

bestimmenden
Parametern bzw.
Zwangsbedingungen

 Zeichnen B x
CIRRAEE
(| o i [ 5 A
RE=ES
Konstruieren 3 x
L LA L2 ¥
o) /’l FAd Y /d £

Einschrankung (Eingabe) x|
. T

R s il J f/ ~

A 3, N YL

der Automated (Gleichung,
Deduction in Formel)
Geometry
(ADG)

Berechnen (Ausgabe) B x
Symbolisch Wirklich |
SRR
. R :rr_“
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Voraussetzung =—p Bewejs =——p Behauptung

Eigenschaften der Gleichung,
Figur, abhangig von
ihren Konstruktions- ? Formel

| |
parametern bzw.

Zwangsbedingungen

Interpolationsproblem

Gegebenes » Gesuchtes
Lésungsweg? (bekannt)

Entdecken von Gesetzmaligkeiten
Anwendung heuristischer Strategien
Generalisieren — Variieren — Analogisieren

Informelle Bedeutunq

Der Vorteil

der automatisierten algebraischen Berechnungen
gegeniber den DGS-Messungen

an geometrischen Figuren

besteht in der Angabe der Abhangigkeit

der zu bestimmenden von den gegebenen Grolden.
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Verschiedene PROBLEME

Die Einarbeitung in die Nutzung ist aufwendiger
als in die der Nutzung von DGS!

Eine erfolgreiche Nutzung setzt voraus

die Beantwortung der Frage:

Welche Gr63en reichen aus, um die gesuchten
Groflen zu berechnen?

Die Berechnungen fihren oft auf komplizierte
Terme, die verstanden, interpretiert und
verglichen werden mussen.

Unsicherheit: Bei sehr komplexem Zusammen-
hang zwischen gegebenen und gesuchten Grol3en
versagt das Berechnungsverfahren oft.
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Grenzen des Werkzeugs GX

= ~0.54603954

}}

Auswahl werkzeuggeeigneter Aufgaben

Kurve:,f{ré!erechnung geht vor sich...)

- Aufgabenselektionismus
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Notwendigkeit der Weiterbearbeitung
der algebraischen Ausdricke

Alle Ausdricke haben MathML-Format:

Export nach Mathematica, Maple, ... und nicht
nach DERIVE

Animation files
HTML
) Image files
EXPOFt der FIgUfen JavaScript Applet animated example
JavaScript Applet example
JavaScript files
Lua applets Ti-Nspire
widgets
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Prognose

Unter dem Eindruck beschrénkter unterrichtlicher Zeitressourcen und
der Schwerpunktsetzung auf Prifungen durch Tests und der damit
verbundenen Reduktion anspruchsvollerer Inhalte des Mathematik-
unterrichts, ist eine Integration neuer Geometrie-Themen nicht zu
erwarten, selbst wenn diese durch neuartige dynamische Geometrie-
Systeme zugénglich werden.

Allenfalls kdnnen Themen, die ebene synthetische Geometrie mit Algebra
auf die vorstehende Weise verbinden, Beachtung finden in

- Schulcurricula

- Projekten

- individualisierten Leistungstberpriufungen

- Facharbeiten

oder bei extra-curricularen Aktivitaten.
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Danke fur lhre Aufmerksamkeit !
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