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Ich bin Mathematiker (mit Spezialgebiet Computergeo-
metrie) und leidenschaftlicher Naturfotograf. Gibt es da
einen echten Zusammenhang, oder muss man ihn an
den Haaren herbeiziehen? Nun, wenn Sie dieses Buch
durchgeblattert haben, werden Sie die Antwort, die ich
hier gebe, nachvollziehen kénnen: Es wimmelt in der
Natur nur so vor Beispielen, die irgendwie mit Mathe-
matik zu tun haben. Die Fotografie spielt eine wesentli-
che Rolle, dies zu erkennen.

In der Mathematik werden oft Formen der Natur mo-
delliert, die eindeutig zuzuordnen sind. Das Kristallgitter
eines Diamanten ist z. B. perfekt tetraedrisch. Allerdings
ist das schwer fotografisch nachzuweisen. Einigerma-
Ben geometrische Kristalle gibt's auch zuhauf, aber
die sind, wenn zu sehen, nicht mehr so perfekt (Foto:
Calcit-Kristalle, unter denen sich viele vierseitige Dop-
pelpyramiden befinden).

Mathematik und Naturfotografie

In einem Vortrag habe ich einmal vereinfachend gesagt:
Die Natur ist niemals perfekt, denn sonst gabe es uns
Menschen nicht. Das war eine Anspielung auf die Evo-
|ution und nicht etwa als Scherz gemeint (das Publikum
sah es damals so).

Die Natur ist vielmehr pragmatisch und akzeptiert L6-
sungen, die sich durch Selektion oder zuféllige Kons-
tellation ergeben, wenn diese Losung besser ist als eine
vorher vorhandene. Sie ist gleichzeitig ununterbrochen
bereit, neue Formen zu akzeptieren, die unter gednder-
ten Umstanden ein neues Optimum darstellen. Das gilt
fur die Entwicklung von Lebewesen genauso wie fur die
Ausbildung von Formen oder Mustern.

Das Computerzeitalter hat den Mathematikern unge-
ahnte Moglichkeiten er6ffnet. Heute kann man Dinge
visualisieren, die friher als unerreichbar galten. Insbe-




sondere kann man auch gezielt Vorgénge, die in der
Natur stattfinden, simulieren. Hier erlaubt die compu-
tergestiitzte Mathematik das Experimentieren mit Para-
metern, und dies ist eine legitime, ja oft schlicht not-
wendige Methode geworden, schneller zu Ergebnissen
zu gelangen.

Losung eines Problems kann im konkreten Fall bedeu-
ten: Begreifen, wie manche Vorgange in der Natur vor
sich gehen, welche Mechanismen ineinandergreifen
und zusammenspielen. Bemerkenswert ist, dass einzel-
ne Vorgange lokal betrachtet eigentlich ganz einfach zu
erklaren sind, wahrend sich die Komplexitat und Vielfalt
der Gesamterscheinung oft einer sofortigen Erklarung
verschlieBt.

Dies mag bereits ein Teil des Erfolgsrezepts der Mathe-
matik beim Versuch, die Natur zu verstehen, sein. In der
Infinitesimalrechnung betrachtet man ja auch beliebig

kleine Umgebungen, in denen diese oder jene Eigen-
schaft gilt. Durch ,Integrieren” wird dann versucht,
aufs Ganze zu schlieBen. Bei der Modellierung von
dynamischen Prozessen kann jede auch noch so klei-
ne Anderung im Kleinen das Gesamtergebnis maBgeb-
lich beeinflussen. Niemand wird z. B. abstreiten, dass
Wetterprognosen heute schon um ein Vielfaches besser
geworden sind als noch vor wenigen Jahrzehnten. Den-
noch sind zugegebenermaBen so viele Parameter im
Spiel, dass es eben immer noch Ungenauigkeiten gibt.

Der Blitz oben hat wohl noch viel mehr Spielraum als
Wolkenfelder, sich zu verasteln. Aber selbst hier arbeitet
die Wissenschaft intensiv daran, das Phdnomen zu ver-
stehen. Ein erster Schritt dazu muss das prazise Erfassen
des Phdnomens sein, etwa mit Hochgeschwindigkeits-
kameras. Womit wir spatestens jetzt bei der Fotografie
gelandet sind.

DiamanT-STRUKTUR Diamantstruktur http://de.wikipedia.org/wiki/Diamantstruktur
OREF Blitzforschung http://salzburg.orf.at/magazin/leben/stories/53864/
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Der Blick ins Weltall war immer schon ein menschlicher Traum. Wir missen
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schen Mondneigung. Letztere ist auch in dem abgebildeten mittelalterlichen
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Lassen wir uns einmal auf folgendes mathematisches
Modell ein: Wir wahlen ein Raster von meinetwegen
500 x 500 Punkten und malen willkurlich eine Anzahl
von Pixeln schwarz (,Pixel” steht fur Picture-Element,
also ein kleines Quadrat im Raster). Jetzt wandern wir
unser Raster systematisch, also Pixel fir Pixel, ab (im
Bild rechts ist jeweils ein solches Testpixel rot markiert).
Um das Testpixel denken wir uns zwei (ellipsen- oder
kreisformige) Ringe, wobei der &uBere (orange) in
etwa doppelt so groB sein soll wie der innere (grine).
Nun beginnt ein simpler Zahlvorgang: Wir zahlen jene
schwarzen Pixel, die sich in jener Flache befinden, die
von innerem und duBerem Ring begrenzt wird (orange
markiert, Anzahl n) und jene schwarzen, die in der klei-
neren Flache liegen (grin markiert, Anzahl m). Ist nun
z.B.n>3-m (oder n—3-m > 0), wird das Testpixel
temporar schwarz. Nachdem man alle Pixel durchtes-
tet, hat sich das Muster verandert. Wiederholt man den
Vorgang, entsteht ein neues Bild, aber siehe da: Das

Wie aus der Zahl ein Zebra wird

Muster ndhert sich rasch einem endgultigen Aussehen,
das schon nach 5 bis 10 Iterationen erkennbar wird. Die
Gewichtung (Multiplikation) mit dem Faktor 3 kommt
daher, dass es maximal etwa dreimal so viele orange
Pixel (,Inhibitoren”) wie grine Pixel (,Aktivatoren”)
geben kann. Uberwiegen die gewichteten Aktivatoren,
wird das Testpixel schwarz. Die vier computergenerier-
ten ,Zebra-Muster”, die auf der rechten Seite zu se-
hen sind, entstanden auf die beschriebene Art. Uber
die Form der Muster entscheiden Uberraschenderweise

' nicht Anzahl oder Position der Ausgangspunkte, son-

dern vielmehr die Gestalt der beiden Ringe (um Zebra-
Muster zu erhalten, wahlt man zwei Ellipsen so wie
in der Skizze oben links: die Hauptachsen sind um 90°
verdreht).

Im groBen Foto rechts sieht man eine Zebramutter mit
Baby. Vergleicht man die Muster am Kopf, erkennt
man aufgrund der nahen Verwandtschaft starke Ahn-
lichkeiten. Vergleichbare Muster findet man nicht nur
bei Tierfellen oder Tierhduten (Tiger, Tigerhai), sondern
auch bei Sandrippen im Flachwasser, was das Foto links
illustrieren soll.

5 ale.edu/fractals/Panorama/Biology/Leopard/Leopard.html






22 Nicht nur zuféllig @hnlich

Manchmal scheint es zuféllig Ahnlichkeiten zwischen
Computergrafiken und nattrlichen Phanomenen zu
geben. Betrachten wir das Computerbild rechts, wo
Aquipotentiallinien bzw. Feldlinien (Orthogonaltrajek-
torien) eines elektrischen Feldes von — drei symmetrisch 3
angeordneten — Linienladungen illustriert sind. Auf der
anderen Seite ist das Ganze fir zwei Ladungen rdum-
lich interpretiert dargestellt.
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Nun blicken wir auf das Foto eines speziellen Baum-
stammaquerschnitts (unten), wo offensichtlich zwei
Stdmme zusammengewachsen sind, mit seinen Jahres-
ringen bzw. den dazu orthogonalen Rissen langs der
transversalen, wenig ausgestarkten Markstrahlen. Auch
wenn gar nicht versucht wurde, identische Bilder zu er-
zeugen: Die Ahnlichkeit scheint gegeben.
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Weniger verbliiffend ist die Ahnlichkeit mit Aquipoten-
tiallinien bei Kerzen mit mehreren Flammen (Foto un-
ten), wo statt der elektrischen Linienladung die heiBe
Luftsgule der Flamme auftritt, welche das Wachs zum
Schmelzen bringt. Die Aquipotentiallinien sind bei den
elektrischen Ladungen sog. Cassini-Kurven (4. Ord-
nung, kleines Computerbild unten links). Fir solche
Kurven ist das Produkt der Abstande von den festen
Punkten konstant.

Kaum davon zu unterscheiden sind jene Ortslinien, fur
welche die Summe der Reziprokwerte der Abstands-
quadrate von zwei festen Punkten konstant ist (kleines
Computerbild unten rechts) — und das sind wohl die
JIsothermen”, entlang derer es gleich heiB ist.

H. DaALicHAU Spiegelungsprinzip www.unibw.de/eit5/institut/dalichau/info/KA_KAPITEL_1_2753 (S.19)
G. Gratser, K. PoLtHier Bilder der Mathematik Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2009
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Betrachtet man ein Schneckenhaus von oben, dann
windet es sich vom Ausgang her gegen den Uhrzeiger-
sinn (also im mathematisch positiven Sinn) immer klei-
ner werdend bis zu einem ,, Ausgangspunkt”. Bei 1 von
10000 oder gar von 1 Million Schnecken ist die Dreh-
richtung umgekehrt: Der stolze Finder bezeichnet dann
eine solche Schnecke als ,, Schneckenkdnig”.

Schneckenhduser lassen sich recht einfach mit dem
Computer zeichnen: Sie wachsen exponentiell zum
Drehwinkel. Fir Interessierte folgt die Parameterdarstel-
lung einer Bahnkurve. Dabei bezeichnet « den Drehwin-
kel, a ist ein MaB fur die VergréBerung und b ein MaR
fur die Offnung des umschriebenen Kegels:

r=a" cosu, y=a"-sinu, z="5-a"

®
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Betrachten wir nun die beiden ,, Weihnachtsbaumchen”
(Spirobranchus giganteus, kleine Rohrenwirmer auf ei-
nem Korallenstock): Die Computersimulation darunter
zeigt, dass es sich bei beiden Baumchen recht genau
um eine Spiralflache handelt. Das linke Wirmchen ist
allerdings spiegelsymmetrisch zum rechten und damit
ein ,Wurmkonig”.

Wikirenia Weihnachtsbaumwurm http:/de.wikipedia.org/wiki/Weihnachtsbaumwurm
Autor Schneckenkdénig www.weichtiere.at/Schnecken/land/weinberg/seiten/schneckenkoenig.html



Helispirale

Was haben die drei Fotos auf dieser Doppelseite mitein-
ander zu tun? Die ,Schnecke” am Cello und die Horner
des Mufflon bzw. der Schraubenziege gehorchen ein und
derselben Vorschrift: ,, Verschraube dich um eine Achse und
vergroBere dich dabei proportional zum Drehwinkel”.

So eine Transformation nennt man Helispiralung = eine
Mischung aus Schraubung und klassischer Spiralung. Dem-
entsprechend kénnen alle drei Gebilde leicht mit dem Com-
puter simuliert werden.
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Die Computerzeichnung illustriert, inwiefern die Helispirale
in der Mitte diese Mischform aus Schraublinie (links) und
klassischer Spirale (rechts) darstellt. Ihr Grundriss ist eine
archimedische Spirale (jener der klassischen Spirale eine lo-
garithmische Spirale). Helispiralen haben keine konstante
Neigung zur Achse a und durchsetzen das Zentrum Z in
einem reguldren Punkt.
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Um den Umriss einer Kugel zu bestimmen, legen wir
aus dem Augpunkt (= Linsenzentrum) einen berthren-
den Drehkegel an die Kugel und schneiden diesen mit
der Bildebene (= Sensorebene). Der Umriss ist also ein
Kegelschnitt. In den allermeisten Fallen wird dieser el-
lipsenformig ausfallen, denn es ist gar nicht leicht, die
Bedingung zu erfullen, damit eine Hyperbel entsteht:
Dazu muss namlich die durch das Zentrum verschobene
Bildebene die Kugel schneiden. Man muss sich also un-
mittelbar an der Kugel befinden und irgendetwas anvi-
sieren, das jenseits des Kugelumrisses liegt.

Die beiden Computersimulationen auf der rechten Seite
zeigen zwei Kugeln. Die graue hat den ,, Ublichen” ellip-
tischen Umriss, die blaue einen hyperbelférmigen. Die
Asymptoten der Umrisshyperbel sind eingezeichnet. Die
Farbgebung der Kugeln suggeriert bereits, dass so ein
Fall eintritt, wenn wir Dinge am Horizont fotografieren,
z. B. den auf- oder untergehenden Mond.

Das untere Foto tauscht etwas vor, was wir zu wissen
glauben: Die Erde ist kugelférmig, hat also einen ge-
krimmten Umriss. Allerdings wurde hier mit einem
Fischaugenobjektiv fotografiert (das Originalfoto ist
kleiner mit abgebildet). Die vermeintlich starke Krim-
mung ist also ein Linseneffekt, der Ubrigens nur dann
auftritt, wenn der Horizont nicht durch den Bildmittel-
punkt geht.

Der Umriss einer Kugel

Dennoch sind wir Gberzeugt, die Erdkrimmung sehen
zu koénnen, wenn wir z. B. aus dem Flugzeug fotogra-
fieren. Das stimmt zwar, aber das Meiste bilden wir uns
ein. Zunachst ist als Umriss ein Teil einer Hyperbel zu
erwarten. Weiter brauchen wir ein Weitwinkelobjek-
tiv. Solche Objektive neigen aber zum ,Kisseneffekt”
(so wie Fischaugenobijektive, nur ist der Effekt dort viel
starker ausgepragt). Wenn wir aber wie im unteren Bild
auf der rechten Seite moglichst genau Uber die Diago-
nale fotografieren, schalten wir den Kisseneffekt aus
und nutzen gleichzeitig den Weitwinkeleffekt optimal
aus. Jetzt ist das Ergebnis allerdings ernichternd, denn
selbst aus 10 km Hohe ist die ErdkrGmmung nur mit
gutem Willen feststellbar!




Geringe Flughohe. Die vermeintlich gut erkennbare
Krimmung ist zum gréBten Teil eine Folge des Kis-
seneffekts.

ssische Flughdhe von 10 km. Der Kisseneffekt wird
ausgeschaltet, indem der Horizont entlang einer Dia-
gonale gefiihrt wird. Trotz 28 mm Weitwinkellinse ist
die Erdkriimmung kaum erkennbar.
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