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Theor etische Erlauterungen zu diesen Konstruktionen sind im

Anschluss zu finden.

Der erlebte didaktische Prozess kann nicht dar gestellt werden.



Didaktische Prinzipien:

1. Sorgfaltige Erklarung

2. Aktive, selbstandige Mitarbeit aller Schler

3. Einbezug sozialer Faktoren

4. Freundlicher, wohlwollender Umgang

5. Stressfreies Arbeiten

6. Angepasster Schwierigkeitsgrad

7. Erfolgsorientierte Betreuung aller Schuler
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Infinitesimale Konstruktionen

Van
Peter HART, Innsbruck

Die Mathemarik verwendet zur Lasung diverser Aufgzben Folgen und Reihen. Dieser Beitrag versucht in
Analogie zur Mathematik bei gewissen geometrischen Problemen die Hilfe von geometrischen Konstrulk-
trionsfolgen anzubieten.

Aus den dblichen peometrischen Konstruktionsformen seien zwei hervorgehoben, weil sie hier eine
besondere Rolle spielen werden,
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Abb.1: Streckensymmetrale Abb.2: Winkelsymmetrale
Zu beabachten ist:
In Abb. | wird AB halbiern. In Abb. 2 wird AB und AB halbien.

Als Beispiel 1 soll eine bekannte gecmerische Konsmuktiensfolge filr die Einheitsstrecke AB betrachtet
weréen,

Abb.3 zeigt: C, = Minelpunit des Punkiepazres (A,B); Schreibung: C, = Mi(A,B).
Weiters C, = Mi{C,,B), C; = Mi(C.,B), C, = Mi(C;,B}, ....
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Die Folze lauter von @ gus gemessen: a, = = = |im 28, =10,
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Im arithmetischen Sinn ist die erste Felge eine geometrische. Die zweite Felge ist keine geometrische, aber jedes
Glied ist eine geometrische Rethe die kel n — = in eine unendliche geometrische Reihe Gbergeht.

Folzendes 130t sich Teststellen:

|, Arithmetisch geselen it jede der beiden Felgen konvergent und fUhrt zu theoretisch exak-
ren Werten.

2. Die Zahl der konstroierbaren Folgenglieder ist begrenzt durch die mdgliche Zeichengenau-
izkeit,

3. Liegt das letzte kenstneierbare Folgenglied innerhalb des Bereiches der miglichen Zeichen-
genauigkeit, dann werde das Ergebnis als praktisch exakt bezeichnet.

Als Beispiel 1 werde unler Zugrundelegung der Einheitsstrecke AB sowis M = MitAB) semidl Abk. 4 sine
Punkifolge CieMy konstruiert nach der Verschrifit C, = Mi(M,B8), Cy= Mi{C,A), C = MI{C,B), C, =
Mi(C, A),... Anscheinend hdufen sich dann die Punkie C,, C,, Cy, C;, == 2wischen M und B.
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Es interessiert daher cie Folge der Abstinde 3, =C B, a, =C.B, a,=C,0,...a,=C, B.
Fer sie soli nechlolgend Gber vallstindipe Induktion die Sireckenlinge a, eremitiell werden:
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Das letzte” Folgenglied ist cine geeometrische Reihe mitq £ 1 ; es gilt: lima, = r
n=as= l _

& | —

Fisr dic Falge der von .
B aus gemessenen Streckena,=C,, B = ZF ergibt sich damit das
jud

| m— ]
Ergebnis lim 8, = 3 dh BC_= —.

= a

In Abb. & filhct damit die Konstruktion der Punkte C,, Cy, C;,  aufeine Teilung von AB im Verhtiltnis 2« I.

- “'--..‘v Gemil Abb2 ist das wvorgeflhrte, mit Halbierungskonsiruktionen arbedende
Ct& o Prinzip der Streckendrittelung auch auf Winkel anwendbar und licfert damit eine
: \‘\ 1 (allerdings nicht den Erwartungen der antiken Geometer entsprechende) Lisung des
Cs E:ﬂ-f" : klassischen Problems der Winkeldrittelung. Aus heutiger Sicht stellt sich die Frage,
3 bei welchem Konstruktionsschritt die praktische Exaktheit erveicht wird (Abb.5).
/ I'l Das Felgeglied a; hat den Wert 0,333007813. Mach 5 Folgengliedern liegt

ey B demnach das Ergebnis bereits im Bereich der méglichen Zeichengenauigkeil.

Beispiel 3: Ausgegangen werde von einem durch die Punkte D, E bereits in 3 gleiche Teile (Abb.G) geteilten
Kreisbogen AB, also von einer Dreiteilung des zugehérigen Zentriwinkels <AZB. Ein belickiger Innenpunkt
des Bogens AD werde als Startpunkt C,  fur eine Punkifolge Cie®) gewshl, fir dic dic folgende
Konstruktionsvorschrifi gelte [Abb.7):

C: = MHB],C]}, 'E]_ - M]{A,C]}r I':l - MilE! EI}" St
Um arithmetisch arbeiten zu kinnen, werde der Bogen

AR refifiziert, seine Bildstrecke AB  als
Einheitssirecke gewdhlt und der als Punkimenge

aufgefalte Bogen AB lEngentrew auf AB abgebilder.
Damit kznon jedem Bogensdick die Linge seiner
Bildstrecke zugeordnet werden. In diesem Sinne gilt

dann AB = 1, AD = EB=1, AE=DB =}, Dabei
Abb.f Abb.7 entsteht die nachstehende Abstandsfolge
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deren Entwicklung die folgende Ubersicht zeigt, wobei d = C.D die Abweichung des Punkzes C,, vom -
Teilungspunkt D bedeutet.
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Damit gelangt man zum Ergebnis lima, = hm[ shenT J==

Abb.E

Beispiel 4
Abb.9 zeigt 3 suf konzentrischen Kreisen mit den Radien ry, Ty lr,. ry = 4r, liegende Kreisbtigen by, by, bs.
Da fhre zugehdrigen Zentriwinkel der Reihe nach mit a, ? 3 2 gewithit wurden, haben sie alle dieselbe
Bogenlinge, d.h es st by = by = by, Mit ;unehmendem Radius nimmt die Krilmmung der Kreishagen ab.
Winschenswert wire eine gezen null konvergierende Krimmung, da diese auf die Bogenrektifikation fihren

wilrde.
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3

Wie die Herleilung zeigtstreben die Abweichungen der Punkie C;
von den Drittelteilungspunkten D, E gegen null. Der wesentliche
Unterschied gegentber Beispicl 2 liegt darin, dall man sian des
Startpunktes M = Mi(A B) bereits mil cinem i der Nibe des
Dritielteilungspunkies D gelegenen Stertpunkt C, beginnen und s0
die Anzahl der fiir die erforderliche Genauigkeil erforderlichen
Konstruktionschritte (Abb.8) beeinflussen kann.

Wie die folgenden Beispicle zeigen sollen, ist die aul
Grenziberginge ausgerichtete Konstruktionsmethode keineswegs aul’
reine Teilungsaufeaben beschrinkt.
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Da das dabei eintretende Divergieren von r in der Konstruktionsfolge der Abb. 9 nicht bewiltigt werden kann,
mith diese oachiolgend umgeformt werden.

Auspegangen werds (Abb. 10) vom Bogenstiick b, = ..I’Tl:.l, eines Kreises k, (Mittelpunkt B, Radius r,) mit
Zentriwinkel a= AABC, s 180° und Sehne 5= IE,- Fihrt man dic Winkelhalbierende
w; von @ = Streckensymmetrale von AC, ) ein, dann gilt

i) der Bogen by liegt zwischen s, und n,

b) Zsin = 4 wegen s, lw, und nlAB, (Nommalwinkel).

Ziel des ni3chsten Schrittes ist o5, bei gleichbleibender Bogenlinge die Bogenkrimmung zu reduzieren.
Abweichend von Abb.9 werde nun in Abb.11 der Bogenendpunkt A samt Bogenfangente n festgehalien und
von k; mu einem Kreis ky (Mittelpunkt B;, Radius r; = 2 ry) iibergegangen. Wegen des AuBenwinkels o des
gleichschenkligen Dreiecks C,B,B, gih

ZAB.C, =%  also E!;E,H w, und B,C ls, Fihrt man die Winkelhalbierende s; von Hsn= §
ein und schneidet sie mit B,C, in einem Punkte C,, dann liest man aus dem Dreieck AC,C; ab, dal

ACCA=90°- £ st

Aus diesem Winkel und  ZBAC; = 30° - £ folgt, dal} das Dreieck C,AB; gleichschenklig, also

ﬁn B,C, ist. C; liegt daher auf dem Kreis k;. Da beim Ubergang vom Bogen b, zum Bogen b, = .ﬂ.-lf:;r
der Kreisradius verdoppelt, der Zentriwinkel aber halbiert wurde, besitzen by und b, dieselbe Bogenlinge b
Wesentlich fiir den Ubergang van by zu b, ist, daB die Ermitthung des Punktes C, ohne Verwendung des
Kreismittelpunkies B, gelingt. Man hat nimiich nur die im Punkt C, errichtete Wormale zu AC; mit der
Winkelhalbierenden £, von s,n zu schneiden, um C; zu gewinnen (Abb.12).
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Der Bogen by -dessen Entstehung auch durch ein Abrallen ven k; mit by awf k; erkldnt werden kbnnte - wird
dabei nicht bendtigt. Inanaloger Weise 180t sich In der Konstruktionsfolge der ndchste Punkt C; (Abb.]13) als
Schaittpunkt der in C, errichteten Normalen zu s; mit der Winkelhalbierenden von 3; und n konstrujeren,
Es ergibt sich damit ein Verfahren, mit dem sich sehr einfach weilere Glieder der Konstruktionsfolge ermittein
lassen.
Fir n =+ = streben in der Konstruktionsfolge

1) die Kreisradien r, gegen o=,

2) die Zentriwinkel :‘_- gegen 0,

1) die Krimmungen der Kreisbiigen A'—f:,, gegen O,
und demit 4) die Bogen b, gegen ihre Rektifiation b, Aus 4) folgt
5), dall auch die Sehnenlingen =, pegen b konvergieren.
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Wie Abb.13 zeigt, Gt sich die theoretisch als b = limb,_ festgelepte Bogenlinge b der Kreisbgen b,

A— =
bersits nach wenigen Konstruktionsschritten mit praktisch ausreichender Genauvigkeil gewinnen. Mit einem
derartigen Abbruch der Konstroktionsfolge wird diese zu einem Niherungsverfahren fiir dic Rektifikation von
KreisbBgen, das als GegenstOck zu der seit Jahrhundesten gebrauchlichen graphischen Bogenrektifikation
geschen werden kann, dis von manchen Autoren als Kenstruktion von W, SNELLIUS (1621) bezeichnet, von
anderen aber N. CUSANUS {1450) zugeschrieben wird.

u Als Anwendungsbeispiel zeigt Abb.14 die ntherungs-
weise Rektifikation eines Einheitshalbkreises, bzw. mit
anderen Worten |, eine graphische Darstellung von = bei
gegebener Einheitsstrecke.

Abb. 14 vermittelt den Eindruck, daft sich nach etwa 8
Konstruktionsschritten keine Uber die Zeichengenauig-
keit hinausgehenden Anderungen des Resulwmats mehr

erreichen lassen, Dies bestiitigt auch die rechnerische
" Ermittlung der 2u den
Schnen gehdrigen Schnenlingen
% 2,0000,
5 2.8284 ,
55 30614,
5 3,1214,
53 31,1365,
5y 31,1403 ,
Abb14 i 31412,
/ % 3,1415,
: I 59 31415,

In der Praxis spiclt natiirlich bei der Konstruktionsgenauigheit die Malistabiswahl - mit anderen Worten, die
Grole des gewtinlten Halbkreises - cine wesentliche Rolle. Filr einen mit 100 mm gewiihiten Kreisradius wirde
sich s; mit 314,15 mm ergeben. Beieinermit = 0,1 mm veranschlagenden Zeichengenauigkeit wiire es also
tatsichlich nicht mehr sinnvoll, die Konstruktionsfolge fortzusetzen, Gleiches gilt sogar noch fide ¢ = 1000 mm,
also filr eine Kenstruktionsgrole | die praktisch nicht mehr anzutreffen ist.
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