/. \ Das Werkzeug ,, Dar stellende Geometrie®
[ ' | in aktuellen geometrischen For schungen

Gunter Weil3 (Dresden, DE)

oder
Eine Auswahl von in Dresden behandelten Forschungsthemen, die u. U. dsterreichische Lehrer interessieren konnten.

Vorab-Bemerkung

» Das Problem mit ,angewandten Problemen®.”

Effiziente Problemldsung erfordert meist universelles Geometrie- und Mathematikwissen, sowie Sachkenntnisim Anwendungsgebiet.
Darstellende Geometrie allein geniigt sicher nicht!

Der geometrische Anteil an der Losung besteht meist nur in der Bereitstellung einer Losungsidee und ist im Verhdtnis zum Gesamtaufwand
vergleichsweise gering. Der Aufwand fir ein benutzerfreundliches Software-Produkt muss zusétzlich erbracht werden, sonst zdhlit die Idee nicht.

Die beigesteuerte geometrische Idee wird — wenn man sie gefunden hat — leider selten wirklich als wissenschaftliche Grofitat empfunden, ob-
wohl sie den Schltssel zur Problemldsung geliefert hat. Im Zusammenhang mit dem konkreten Problem als Ganzem ist sie aber u. U. wenigs-
tens patentfahig.

» Das Problem mit , rein-geometrischen Problemen® .”

Der Stellenwert des Problems wir oft von der aktueller Mode und der Zugehorigkeit des Forschenden zu einer bestimmten, aktiven , Schule’ dik-
tiert. Oft scheint zu gelten: Je vorgetéuschter die Anwendbarkeit, desto anerkannter ist das Problem. (Beispiel ,, Vier-Farben-Problem®.)

Rein-geometrische Probleme befriedigen in erster Linie die Neugier degenigen, der sie behandelt.

Rein-geometrische Probleme sind bequeme Probleme; der Forscher erfindet und behandelt sie aus seinem Wissenshintergrund heraus mit den
ihm vertrauten Werkzeugen. Er kann das Problem nach Gutdiinken vereinfachen und verallgemeinern.

Manche rein-geometrische Probleme faszinieren durch innere Schonheit und die Eleganz der Ldsung. Einige sind deshalb auch brauchbare
, Ubungsaufgaben’ oder , Seminarthemen’, weil sie mathematische Hintergrtinde aufdecken.



Vor

diesem Hintergrund I&sst sich das Themain folgender Form modifizieren:

,Darstellende Geometrie' alsWerkzeug
in angewandter und rein-geometrischer Forschung

Weil sowohl der vorangegangene Vortrag von Prof. Glaser und der anschlief3ende von Prof. Pottmann sich mit modernen konkreten Anwendungen
der Geometrie auseinandersetzen, will ich mich hier auf den eher rein-mathematischen, darstellend-geometrischen Aspekt beschranken. Dabei will
ich folgende Aspekte der Darstellenden Geometrie in Erinnerung rufen, die in der Ausbildung von DG-Lehrern eine bedeutende Rolle gespielt ha

ben:

Der DG-Aspekt ,, raumliche Deutung® :
Interpretation ebener Sachverhalte a's Projektionsergebnis von Raumobjekten.

Der DG-Aspekt ,, geschickte Aufstellung”:
Zweckmaldige Darstellung raumlicher Sachverhalte in (ebenen) Bildern; d.h. Einsatz problemangepasster Abbildungsverfahren und Objekt-
Positionierungen.

Der DG-Aspekt ,, Modellwechsel“:

Ubertragung des Problems in einen anderen geometrischen Schauplatz; d.h. Einsatz eines ,Ubertragungsprinzips'. (Dies ist ein algemein-
geometrischer Aspekt.)

Der DG-Aspekt ,, Visualisierung®:

Veranschaulichung von Raumobjekten und -sachverhalten zum Zweck tieferen V erstandnisses oder zum Gewinnen von Theorem-V ermutungen
durch Variantenkonstruktionen.

Ahnlich den klassischen , Tools* der ebenen Elementargeometrie, wie z. B. dem Peripheriewinkelsatz, dem Strahlensatz und anderen, stellt auch die
Darstellende Geometrie Bewel swerkzeuge zur Verfligung, (wie etwa den ,,Satz vom Normalriss eines rechten Winkels*) und erméglicht so eine
Auseinandersetzung mit rdumlicher Elementargeometrie im Schulunterricht. Damit soll der Vortrag an jenen Aspekt der DG erinnern, der siein die
Nahe des Mathematikunterrichts rickt.



i A, Ellipsenzirkel
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Der DG-Aspekt ,,raumliche Deutung” am Beispiel Ellipsenzirkel / \ . !

bcosd

Die ,klassischen® Konstruktionen der Ellipse mittels der Papierstreifen- I/’g T !

methode (vgl. Fig.1) oder mittels des Kopp-Vollmer-Mechanismus (vgl. acoso

Fig. 2) ordnen sich einem einheitlichen Prinzip unter, wenn man sie in folgen- ;

der Weise , raumlich deutet”: AR -
Fig. 1 Fig. 2

Kennt man von einem Raumobjekt F zwei affine Risse F', F" in der Zeichenebene, dann entstehen aus diesen (nicht notwendig reguléren) Rissen

mittels des Eckhart’ schen Einschneideverfahrens (vgl. Fig. 3) und mittels des Hohenberg' schen Linearkombinationsverfahrens (vgl. Fig. 4) weitere
affine Risse.
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Durchlauft ein Punkt X eine im Raum liegende Ellipse k, deren Auf-
und Grundriss kreisférmig ist, so durchlaufen die Bilder X'0O0kK',
X"Ok" diese Bildkreise mit entgegengesetzt gleicher Winkel-
geschwindigkeit. Ein Punkt C auf der Verbindungsgeraden X'X”,
der mit X' und X" festes Teilverhdltnis TV(C, X', X") = A bildet,
kann dann nach Hohenberg al's Schragriss X" von X aufgefasst wer-
den und durchl&uft daher eine Ellipse k" (vgl. Fig. 5).

Wird k im Raum als Kreis in einer Profilebene aufgefasst, so sind
dessen Risse Strecken. Die Bildpunkte X' und X" eines Kreispunk-
tes X(¢) haben vom jeweiligen Bild des Mittel punktes M von k die

Abstande r' [¢os¢ bzw. r" [$in¢ . Teilt man die Strecken
[ X', X"(¢) mit festgewdahltem Teilverhdltnis A, so durchlduft der
Teilungspunkt C nach Hohenberg eine Ellipse (vgl. Fig. 6).

Legt man dabei insbesondere die (in gleichem Mal3stab vorliegenden)
Bildstrecken k' und k" so in die Bildebene, dass sie zueinander nor-
ma sind und ihre Mitten M’ und M" zusammenfalen, so hat
[X', X"](d) feste Lange. Das feste Teilverhdtnis A erzeugt daher
einen auf der Strecke [ X', X"](¢) festliegenden Teilungspunkt C, der

somit sowohl im Sinne von Hohenberg als auch nach der bekannten
Papierstreifenkonstruktion (vgl. Fig. 1) eine Ellipse durchlauft.

Es versteht sich von selbst, dass die bekannte, zwei perspektive Affi-
nitéten benutzende De la Hire-Konstruktion einer Ellipse im Sinne
von Eckart as Einschneideergebnis aufgefasst werden kann, wobei
die beiden Scheitelkreise zwei affine Bilder einer im Raum liegenden
Ellipse zu deuten sind (vgl. Fig. 1).
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Der DG-Aspekt ,, geschickte Aufstellung® am Beispiel Tetraederhéhenregulus

Der Begriff ,, Geschickte Aufstellung® meint nicht primér eine spezielle Lage des Objektes zum gewdhlten Koordinatensystem, sondern die Wahl
zweckmafdiger Abbildungsverfahren. In solchen lassen sich dann die Bildebenen unter Umsténden auch als Koordinatenebenen auffassen.

Ein Tetraeder T wird in diesem Sinne zweckmaldig normal auf eine seiner Facettenebenen projiziert. Hierdurch unterscheiden wir die drel Basis-
ecken A, B, C des Tetraeders von der vierten Ecke D, die fortan als Pyramidenspitze fungiert, wobei wir die Vorstellung einer horizontalen Basis-
ebene haben und die Normal projektion auf diese als Grundrissabbildung auffassen.

Die Tetraederhthe hp durch D ist projizierend, wahrend die durch die Basisecken gehenden Hohengeraden wegen des ,, Satzes vom Normalriss
eines rechten Winkels* in die elementaren Dreieckshthen des Basisdreiecks projizieren (vgl. Fig. 7). Somit sind hj, hg, hc kopunktal mit dem
Hohenschnittpunkt Hp des Basisdreiecks (A, B,C).

Wir unterscheiden nun dieFéle (@) D'=Hp und (b) D' # Hp.

(@ Im ersten Fall wird hp von allen anderen Hohen getroffen. Durch An-
dern der Aufstellung machen wir etwa A zur Pyramidenspitze und
(B,C,D) zum Basisdreieck, auf das normalprojiziert werden soll. Da
hp von allen tbrigen Hohen getroffen wird und die Treffpunkte spe-
ziell mit hg und he (mit dem Hohenschnittpunkt Ha von (B,C,D))
zusammenfallende Bilder haben, also auch im Raum zusammenfallen,

mussen alle vier Héhen durch ein und denselben Treffpunkt gehen, der Fig. 7 Fig. 8
dann as Hohenschnittpunkt H von T anzusprecheniist (vgl. Fig. 8).

Den Satz vom Normalriss eines rechten Winkels erneut benutzend, le-
sen wir aus dem Grundriss noch folgendes ab:

e Falt der Grundriss von D auf genau eine der Basisdreieckshthen,
etwa ha, so schneiden einander die Hohengeraden h, und hp und
die Tetraederkanten AD und BC sind orthogonal (vgl. Fig. 9). Dann
liegen die zu AD sicher normalen Hohengeraden hg und he eben-
fallsin einer Ebene und sind daher gleichfalls schneidend (vgl. Fig.
9 und 10). Die Schnittpunkte schneidender Hohenpaare sind dabei Fig. 9 Fig. 10
verschieden! (lhre Grundrissefalenin D' undin Hp.)

* Besitzt T 2wei Paare orthogonaler Gegenkantenpaare, so féllt der Grundriss von D in den Hohenschnittpunkt Hp des Basisdreiecksund alle
drei Paare von Gegenkanten von T sind orthogonal. Genau dann also besitzt T einen Héhenschnittpunkt (vgl. Fig. 8).



(b) Im zweiten Fall dirfen wir also annehmen, dass T kein Paar orthogonaer Gegenkanten besitzt. Dannist hy parallel zu einer erstprojizierenden
Treffgeraden gp durch den Hohenschnittpunkt Hp des Basisdreiecks (vgl. Fig. 7). In , projektiv-geometrischer Sprechweise® trifft gp daher
ale vier Hoéhengeraden von T. Durch Andern der Aufstellung machen wir hintereinander A, B, C zur
Pyramidenspitze und folgern so die Existenz von vier verschiedenen Treffgeraden ga,...,gp der
Tetraederhthen. Der nicht elementare Schluss, dass damit alle 4 Hohengeraden auf einem Hyperboloid ®
liegen missen, wird so plausibel: Die Treffgeraden von drei windschiefen Geraden erfullen bekanntlich
eine Erzeugendenschar auf einem einschaligen Hyperboloid oder einer HP-Flache ®. Soll eine 4. Gerade
ebenfalls getroffen werden, so ist diese mit @ zu schneiden, denn nur durch einen solchen Schnittpunkt
kann eine dle vier Geraden treffende Erzeugende existieren. Es kann somit i. Allg. hochstens zwei

Treffgeraden aler 4 Geraden geben, es sei denn, die 4. Gerade liegt ebenfalls auf @ und wird dann von
allen Erzeugenden der einen Schar getroffen. Somit gilt also:

* Besitzt T kein Paar orthogonaler Gegenkanten, so sind die vier Hohengeraden von T windschief und
gehdren einem einschaligen Hyperboloid @ an (vgl. Fig. 11). (Eine HP-Flache ® scheidet aus, weil
die vier Hohengeraden von T keine gemeinsame Richtebene haben kdnnen.)

Anmerkung: Neben den Ublichen Tetraederhéhen kann man auch die sogenannten ,, Kantenhdhen®, also die Gemeinnormalen windschiefer Kanten-
paare von T betrachten. Fur ihre konstruktive Festlegung erweist sich eine Zentral projektion (Perspektive) aus der Pyramidenspitze D auf die Basis-
ebene ABC als zweckmal3igstes Abbildungsverfahren.

Der DG-Aspekt ,, Modellwechsel“ am Beispiel Zyklographie

Von den vielen Ubertragungsprinzipien, mit denen Geometrie-Studierende vertraut gemacht werden, ist das der Zyklographie ein auch fir Schiiler
leicht zugangliches Prinzip:

Jeder Kreis p der Bildebene rtwird a's Distanzkreis von zwei beziglich Tt symmetrisch liegenden Punkten aufgefasst. Eindeutigkeit der Zuordnung
wird Ublicherweise dadurch hergestellt, dass man zu p noch die beiden mdglichen Drehsinne hinzuftigt und das Paar (p, eine Orientierung von p)
den Bildzykel p* eines rtnicht angehtérenden Punktes P nennt.

Es wirde zu weit fihren, wenn an dieser Stelle eine detaillierte Einflihrung in die konstruktive Behandlung der Zyklographie erfolgen wiirde. (Diese

konstruktive Behandlung verwendet im Wesentlichen Perspektive und kotierte Projektion as den zwischen 1tund dem Punktraum vermittelnden
Abbildungsverfahren.)

Bemerkung: Schiler sollten nach Meinung des Autors durchaus die Erfahrung machen, dass Punkte nicht immer auf Punkte abgebildet werden miis-
sen und dass der ganze Punktraum und die ebene Zykelmenge wechsel seitig fireinander ,, Modell* sind.



Anmerkung: Die (euklidische) Tangentiaentfernung zweier Zykel Ubertragt sich in den Punktraum als pseudoeuklidischer Abstand der zugehdri-
gen Raumpunkte. Hierdurch wird die Briicke zur geometrischen Visualisierung einer physikalischen Welt aus zwei Raumdimensionen und einer
Zeitdimension geschlagen, in welcher z. B. die lichtartigen (geradlinigen) Weltlinien eben als die unter 45° gebdschten Geraden erscheinen.

Der DG-Aspekt ,, Visualisierung“ am Beispiel Schattengrenzen

Wie bei der Ubertragung physikalischer Sachverhalte in geometrische Sachverhalte (siehe obige Anmerkung) und deren zweckmaRiger Visudisie-
rung, unterstiitzen (, richtige) Bilder von geometrischen Raumobjekten die Vorstellung von diesen. Die Anfertigung von Freihandskizzen und am
Bildschirm beweglichen ,,3D-Modellen” (!) dient alein diesem Zweck. Daneben sind ,, gute’ Visualisierungen ein effektives Mittel zur Kommuni-
kation raumlicher Sachverhalte, wie das folgende Beispiel verdeutlichen soll:

Bekanntlich ist die Tangente t an die Eigenschattengrenze e einer Flache ® zum Lichtstrahl | konjugiert. Die Ubliche Konstruktion von t beruht da-
her auf der Festlegung der Involution konjugierter Flachentangenten im Schattengrenzenpunkt P. Diese Involution stimmt mit der Involution konju-
gierter Durchmesser der Dupin’schen Indikatrix von P Uberein, so dass die Konstruktion von t auf differentialgeometrischen Begriffsbildungen 2.
Ordnung ful3t.

Eine andere Uberlegung beniitzt die Normalenflache W Iangs der zunéchst nur punktweise bestimmten Schattengrenze e, Fig. 12. Beherrscht man in
drei Punkten einer Regelflachenerzeugenden n die Tangentialebene, so bekanntlich in alen Punkten. (Das Doppelverhdtnis von 4 Punkten stimmt
mit demjenigen der Tangentialebenen Uberein, so dass die Vervollstandigung der ,,BerUhrprojektivitat“ durch Doppelverhdtnisiibertragung ge-
schieht und daher eine lineare Aufgabe ist.) Die Normalenflache W ist eine Regelflache mit einer zu | normalen Richtebene, so dass zwei weitere
Erzeugendenpunkte mit bekannter Tangential ebene die Bertihrprojektivitét festlegen. Damit kann t dann als Schnitt der Tangential ebenen von & und
W in P gefunden werden (vgl. Fig. 12).

Insbesondere fur eine Torusflache @ treffen die
Erzeugenden von W einerseits die Torusachse
und andererseits den Mittenkreis. Also liegen
die bendtigten Angaben fur die (lineare) Kon-
struktion der Schattengrenzentangenten vor
(val. Fig. 13) und W entpuppt sich as Konoid
4.Grades.




Besonders liniensparend lasst sich die Konstruktion von t im Meridianriss von @ durchfihren
(vgl. Fig. 14). (Die Konstruktion sei hier nicht weiter kommentiert.)

Anmerkung: Obige Uberlegungen lassen sich auf zahlreiche Flachenklassen und sogar auf Zent-
ralbel euchtung ausdehnen (vgl. Fig. 15) und waren Gegenstand einer Dissertation zum Themen-
gebiet ,, Konstruktive Geometrie®.
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