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Kapitel 1

Einleitung

Be i m e in e r S u c h e n ac h e in e m Th e m a f¨u r d ie Dip lo m arb e it b in ic h se h r b ald au f d ie
Diskre te Ge o m e trie g e sto ße n . S ie ist e in in te re ssan te s Te ilg e b ie t d e r Ge o m e trie u n d
kan n se h r g u t im Un te rric h t ve rwe n d e t we rd e n , d a b e i se h r vie le n A u fg ab e n ke in
m ath e m atisc h e s tie fl ie g e n d e s V o rwisse n vo rau sg e se tzt, ab e r b e so n d e rs d as lo g isc h e
De n ke n train ie rt wird .
Die Diskre te Ge o m e trie b e sc h ¨aftig t sic h m it S tru ktu re n , b e i d e n e n g e wisse Te ile o d e r
Eig e n sc h afte n r̈au m lic h o d e r ze itlic h p e rio d isc h au ftre te n . Die se S ym m e trie n kan n
m an o ft in Mu ste rn d e r Natu r e n td e c ke n .
Je d e r vo n u n s ke n n t d ie sc h ¨o n e n ve rsc h lu n g e n e n Frie se an d e n g rie c h isc h e n
Te m p e ln , d ie R o se tte n fe n ste r in g o tisc h e n K ath e d rale n , d ie ve rsc h ie d e n e n Mu ste r
b e i P arke ttb ¨o d e n u n d d ie b e e in d ru c ke n d e n Bild e r d e s M. C. Esc h e r. W e ite rs tre te n
so lc h e Mu ste r au c h in K ristallstru ktu re n , in Be we g u n g sm u ste rn u n d vo r alle m in d e r
Mikro b io lo g ie au f.
S c h o n fr¨u h ve rm u te te n d ie Me n sc h e n h in te r au ff̈allig e n Fo rm e n u n d Ersc h e in u n g e n
in d e r Natu r Ge se tzm ¨aßig ke ite n . S ie b e m ¨u h te n sic h , d ie se Ge se tzm ¨aßig ke ite n zu
ve rste h e n , sie zu th e o re tisie re n , sie zu syste m atisie re n , e n tsp re c h e n d e Be g riffe zu
d e fi n ie re n u n d d am it Gru n d an n ah m e n u n d S ¨atze zu fo rm u lie re n .
Die A u fg ab e d e r Diskre te n Ge o m e trie ist e s, d ie h in te r d e n Mu ste rn ste c ke n d e n
Ord n u n g e n , d ie d isko n tin u ie rlic h e n o d e r d iskre te n Eig e n sc h afte n u n d S tru ktu re n
zu e rke n n e n u n d d ie se au f ih re Brau c h b arke it b e i A n we n d u n g e n in d e n
Natu rwisse n sc h afte n u n d in d e r Te c h n ik zu p r¨u fe n .
Die Diskre te Ge o m e trie u m fasst vie le ve rsc h ie d e n e A n s̈atze zu r Be sc h re ib u n g
d isko n tin u ie rlic h e r Eig e n sc h afte n . Ein wic h tig e s Te ilg e b ie t sin d d ie d iskre te n S yste m e
vo n P u n ktm e n g e n , we lc h e Lag e ru n g e n , Üb e rd e c ku n g e n , P ac ku n g e n , Ze rle g u n g e n u n d
P arke tte u m fasse n .
Im R ah m e n d ie se r A rb e it wird au f sp e zie lle P ac ku n g e n n am e n s P o lyo m in o s
e in g e g an g e n , d ie d as In te re sse d e r S c h ¨u le r we c ke n k̈o n n e n u n d d ie au c h in
ve rsc h ie d e n ste r A rt u n d W e ise als De n ksp ie le Ein g an g in d e r Fre ize it g e fu n d e n h ab e n ,
m an d e n ke n u r an d e n b e kan n te n S OMA -W ¨u rfe l.
Die Ge o m e trie d e r P o lyo m in o s ist vo rwie g e n d au s [3 ] u n d [8 ] e n tn o m m e n . W e ite rs
m c h te ic h n o c h au f d ie In te rn e tad re sse n ve rwe ise n , d ie sic h im A n h an g d ie se r A rb e it
b e fi n d e n .
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Kapitel 2

P olyominos – Spez ielle disk rete

P ack ungen

A u sg e h e n d vo m b e kan n te n Do m in o sp ie l e rg ib t sic h fo lg e n d e P ro b le m ste llu n g :
K o n g ru e n te Qu ad rate we rd e n so an e in an d e rg e le g t, d ass sie sic h e n tlan g e in e r S e ite
b e r¨u h re n . Du rc h W ie d e rh o lu n g d ie se s V o rg an g s e n tste h t e in e d iskre te P ac ku n g in
d e r Eb e n e m it ko n g ru e n te n Qu ad rate n . S o lc h e P ac ku n g e n n e n n t m an P o lyo m in o s.
De r Nam e se tzt sic h au s d e r g rie c h isc h e n V o rsilb e f¨u r d ie A n zah l d e r Qu ad rate u n d
d e m W o rtstam m

”
-Om in o “ zu sam m e n . De r S am m e lb e g riff P o lyo m in o s stam m t vo n

S o lo m o n W . Go lo m b . Er ¨u b e rn ah m d ab e i d e n W o rtstam m vo m b e kan n te n W o rt

”
Do m in o “ .

D efi nition 2.1 Ein P olyomino o d e r n-O mino ist e in e Fig u r P , d ie au s n ( n ≥ 1 )
ko n g ru e n te n Qu ad rate n b e ste h t, f¨u r d ie g ilt:

• je zwe i Qu ad rate h ab e n e n twe d e r ke in e n P u n kt o d e r e in e Ec ke o d e r e in e S e ite
g e m e in sam ,

• zu je zwe i ve rsc h ie d e n e n Qu ad rate n Q1 u n d Q∗ au s P g ib t e s e in e Fo lg e
Q1 Q2 . . .Qn−1 Q∗ vo n b e n ac h b arte n Qu ad rate n au s P .

• P b ild e t e in e e in fac h zu sam m e n h ¨an g e n d e P u n ktm e n g e .

Dab e i h e iße n zwe i Qu ad rate benachbart, we n n d ie Me n g e ih re r g e m e in sam e n P u n kte
e in e S e ite ist.

Im Fo lg e n d e n se tze n wir o . B. d . A . ste ts Ein h e itsq u ad rate vo rau s.
Die e in fac h e n P o lyo m in o s – d as sin d alle g e o m e trisc h e n Fo rm e n , d ie m an m it we n ig e r
als f¨u n f Qu ad rate n b ild e n kan n u n d d ie d e r o b ig e n De fi n itio n g e n ¨u g e n – we rd e n in
A b b ild u n g 2 .1 g e ze ig t. S ie we rd e n n u r b is au f K o n g ru e n z u n te rsc h ie d e n .

Be i vie le n P ro b le m ste llu n g e n ist e s alle rd in g s o ft n ¨o tig , n u r e ig e n tlic h e
( = o rie n tie ru n g se rh alte n d e Be we g u n g e n ) f¨u r d as Zu r-De c ku n g -Brin g e n zu zu lasse n .
Dam it e rg e b e n sic h zu m Be isp ie l f¨u r Te tro m in o s n o c h zwe i we ite re K lasse n ( sie h e
A b b ild u n g 2 .2 ) , d a sic h d ie se n u r d u rc h e in e u n e ig e n tlic h e Be we g u n g in e in an d e r
¨u b e rf¨u h re n lasse n . S o lc h e P o lyo m in o s we rd e n au c h fi xie rte P o lyo m in o s g e n an n t.
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A b b ild u n g 2 .1 : Die e in fac h e n P o lyo m in o s
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A b b ild u n g 2 .2 : Die zwe i we ite re n Te tro m in o s

Je d e m P o lyo m in o l̈aßt sic h e in Zu sam m e n h an g sg rap h zu o rd n e n , in d e m m an je d e s
Qu ad rat au s P als

”
K n o te n “ u n d d as Be n ac h b artse in zwe ie r Qu ad rate au s P d u rc h

e in e
”
K an te “ wie d e rg ib t ( sie h e A b b ild u n g 2 .3 ) . Nac h d e r De fi n itio n d e r P o lyo m in o s ist

d e r Zu sam m e n h an g sg rap h e in e s P o lyo m in o s e in zu sam m e n h ¨an g e n d e r Grap h , d as h e ißt
je d e r K n o te n ist d u rc h we n ig ste n s e in e n K an te n zu g m it je d e m an d e re n ve rb u n d e n .
F¨u r n ≥ 7 k̈o n n e n n -Om in o s au c h L̈o c h e r b e sitze n .
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A b b ild u n g 2 .3 : Zu sam m e n h an g sg rap h e n e in ig e r P o lyo m in o s
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Kapitel 3

Bestimmung aller möglicher

P olyominos aus n k ongruenten

Q uadraten mit n = 1, 2, . . .

Im Fo lg e n d e n b e ze ic h n e t P ( n ) d ie A n zah l d e r K lasse n ko n g ru e n te r P o lyo m in o s, d ie
sic h au s n Qu ad rate n b ild e n lasse n , aslo au c h Lc h e r e n th alte n kn n e n .

F¨u r n ≥ 2 wird n u n e in re ku rsive s V e rfah re n vo rg e ste llt, d as e s e rm ¨o g lic h t, m it
K e n n tn is alle r ( n - 1 ) -Om in o s alle n -Om in o s zu fi n d e n .

Es l̈asst sic h ze ig e n , d ass e s zu je d e m n -Om in o P 2 ( n ≥ 2 ) e in
( n - 1 ) -Om in o P 1 u n d e in Qu ad rat Q g ib t, so d ass g ilt: P 2 = P 1 ∪ Q.
Da d e r Zu sam m e n h an g sg rap h vo n P 2 e in e n d lic h e r zu sam m e n h ¨an g e n d e r Grap h
ist, g ib t e s n ac h e in e m S atz d e r Grap h e n th e o rie ste ts e in e n K n o te n so , d ass
d u rc h W e g n ah m e d ie se s K n o te n u n d alle r m it ih m in zid ie re n d e n K an te n wie d e r e in
zu sam m e n h ¨an g e n d e r ( Te il-) Grap h e n tste h t.
Je d e s n -Om in o l̈asst sic h also ste ts d u rc h Hin zu f¨u g e n e in e s Qu ad rats an e in g e e ig n e te s
( n - 1 ) -Om in o b ild e n .
Ge h t m an d avo n au s, d ass m an alle ( n - 1 ) -Om in o s ke n n t, so h at m an n o c h d arau f
zu ac h te n , d ass m an in je d e m A rb e itssc h ritt d u rc h Hin zu f¨u g e n e in e s Qu ad rats n u r je
e in zu d e n sc h o n vo rh an d e n e n n -Om in o s n ic h t ko n g ru e n te s n -Om in o e rh ¨alt. Um d as
sic h e rzu ste lle n , g e h t m an fo lg e n d e rwe ise vo r:

Man ze ic h n e t d ie K lasse n d e r ( n - 1 ) -Om in o s am b e ste n au f
karie rte s P ap ie r u n d n u m m e rie rt sie d u rc h . Nu n b e trac h te t m an e in e n
V e rtre te r P d e r e rste n K lasse u n d g e h t syste m atisc h alle m ¨o g lic h e n
Lag e n e in e s zu s̈atzlic h e n Qu ad rats Q d u rc h , d ie zu e in e m n -Om in o
P ∪ Q f¨u h re n . Die se Lag e n we rd e n d an n m it \ o d e r • m arkie rt je n ac h d e m ,
o b d as e n tsp re c h e n d e n -Om in o zu d e n b ish e rig e n ko n g ru e n t ist o d e r n ic h t.
Die se s V e rfah re n we n d e t m an n u n b e i e in e m V e rtre te r d e r n ¨ac h ste n K lasse d e r
( n - 1 ) -Om in o s e rn e u t an .

Dab e i kan n n at¨u rlic h au c h e in n -Om in o e n tste h e n , d as zu e in e m n -Om in o ko n g ru e n t
ist, d as m an in d e r vo rig e n A rb e itsstu fe b e z¨u g lic h d e r i-te n K lasse d e r ( n - 1 ) -Om in o s
e rh alte n h at. Ist d ie s d e r Fall, so b e sc h rifte t m an d ie se n ic h t m e h r in Frag e ko m m e n d e n
Lag e n vo n Q in d e n d azu g e h ¨o rig e n K ¨astc h e n m it i ( i = 1 , 2 , . . . ) .
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A b b ild u n g 3 .1 : Be stim m u n g d e r V e rtre te r d e r K lasse n d e r P e n to m in o s au s d e n f¨u n f

R e p r̈ase n tan te n d e r Te tro m in o s
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Die se s V e rfah re n b ric h t n ac h e n d lic h vie le n S c h ritte n ab u n d lie fe rt f¨u r je d e
K lasse d e r n -Om in o s e in e n V e rtre te r. Die Un te rsc h e id u n g zwisc h e n K o n g ru e n z u n d
Nic h tko n g ru e n z ist zwar p rin zip ie ll im m e r m ¨o g lic h , ab e r m it wac h se n d e m n wird sie
im m e r au fwe n d ig e r.

P ( n ) ko n n te b is h e u te e rst b is zu n = 2 8 e xakt b e re c h n e n .

In d e r Tab e lle 3 b e ze ic h n e t ˜P ( n ) d ie A n zah l alle r n -Om in o s, d ie ke in e L̈o c h e r b e sitze n ,
d ie se ko n n te b is h e u te n u r f¨u r n ≤ 2 6 e xakt b e re c h n e t we rd e n .

n P ( n ) ˜P ( n )
1 1 1
2 1 1
3 2 2
4 5 5
5 1 2 1 2
6 3 5 3 5
7 1 0 8 1 0 7
8 3 6 9 3 6 3
9 1 2 8 5 1 2 4 8
1 0 4 6 5 5 4 4 6 0
1 1 1 7 0 7 3 1 6 0 9 4
1 2 6 3 6 0 0 5 8 9 3 7
1 3 2 3 8 5 9 1 2 1 7 1 1 7
1 4 9 0 1 9 7 1 8 0 5 4 7 5
1 5 3 4 2 6 5 7 6 3 0 0 1 1 2 7
1 6 1 3 0 7 9 2 5 5 1 1 2 3 0 0 0 3
1 7 5 0 1 0 7 9 0 9 4 2 1 6 1 5 2 9
1 8 1 9 2 6 2 2 0 5 2 1 5 8 7 8 1 1 0 6
1 9 7 4 2 6 2 4 2 3 2 5 9 9 5 6 3 8 9 3
2 0 2 8 7 0 6 7 1 9 5 0 2 2 6 9 5 0 6 0 6 2
2 1 1 1 1 2 3 0 6 0 6 7 8 8 6 0 9 4 4 2 6 8 8
2 2 4 3 1 9 1 8 5 7 6 8 8 3 2 7 2 5 6 3 7 3 7 3
2 3 1 6 8 0 4 7 0 0 7 7 2 8 1 2 4 6 2 1 8 3 3 3 5 4
2 4 6 5 4 9 9 9 7 0 0 4 0 3 4 7 5 3 6 8 8 3 4 5 6 8
2 5 2 5 5 7 2 2 7 0 4 4 7 6 4 1 8 1 6 1 0 3 3 4 5 7 5 2
2 6 9 9 9 9 0 8 8 8 2 2 0 7 5 6 9 4 8 2 2 8 1 0 4 7 0 3
2 7 3 9 1 5 3 0 1 0 9 3 8 4 8 7 ?
2 8 1 5 3 5 1 1 1 0 0 5 9 4 6 0 3 ?

Tab e lle 3 .1 : A n zah l d e r P o lyo m in o s
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Kapitel 4

P ack ungen mit P olyominos

Es g ib t e in e Un m e n g e vo n Be isp ie le ¨u b e r P ac ku n g e n m it P o lyo m in o s, d ie d as Erle rn e n
vo n m ath e m atisc h e n De n k- u n d A rb e itswe ise n u n d d ie V o rste llu n g skraft o ft au f
sp ie le risc h e W e ise u n te rst¨u tze n . Ein ig e d e r in te re ssan te ste n so lle n im Fo lg e n d e n
vo rg e ste llt we rd e n .

1 Beispiele für P ack ungen mit D ominos

Be i Be trac h tu n g e in e s R e c h te c ks R m it d e n ( p o sitiv) g an zzah lig e n S e ite n l̈an g e n
a u n d b e rg ib t sic h d ie e in fac h e Frag e , we lc h e n o twe n d ig e u n d au c h h in re ic h e n d e
Be d in g u n g e n f¨u r a u n d b g e lte n m ¨u sse n , d am it e in e P ac ku n g vo n R m it Do m in o s
m ¨o g lic h ist.

W e n n so e in e P ac ku n g e xistie rt, so m u ss d ie Maßzah l a . b d e s Fl̈ac h e n in h alts vo n
R e in e g e rad e Zah l se in u n d so m it au c h a o d e r b . Le g t m an d ie Do m in o s m it ih re r
l̈an g e re n S e ite p aralle l zu e in e r R e c h te c ksse ite m it e in e r g e rad zah lig e n L̈an g e , so
e rke n n t m an , d ass d ie se Be d in g u n g au c h h in re ic h e n d ist. Dam it g ilt d e r fo lg e n d e S atz.

Satz 4.1 Ein R e c h te c k R m it g an zzah lig e n S e ite n l̈an g e n a u n d b b e sitzt d an n u n d

n u r d an n e in e P ac ku n g m it Do m in o s, we n n a o d e r b e in e g e rad e Zah l ist.

En tfe rn t m an n u n zwe i g e g e n ¨u b e rlie g e n d e Ec k-Ein h e itsq u ad rate vo n R , so e rh ¨alt
m an e in e n e u e Fl̈ac h e ¯R . W e lc h e n o twe n d ig e u n d au c h h in re ic h e n d e Be d in g u n g e n f¨u r
¯a u n d ¯b m ¨u sse n g e lte n , d am it e in e P ac ku n g vo n ¯R m it Do m in o s m ¨o g lic h ist?

Satz 4.2 Die Fig u r ¯R b e sitzt g e n au d an n e in e P ac ku n g m it Do m in o s, we n n e n twe d e r

¯a o d e r ¯b e in e g e rad e Zah l ist.
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Be we is: Ein e n o twe n d ig e Be d in g u n g ist, d ass ¯a . ¯b - 2 e in e g e rad e Zah l se in m u ss
u n d so m it au c h ¯a o d e r ¯b .

Die Frag e ist n u n , o b d ie se Be d in g u n g au c h h in re ic h e n d ist. Es g ilt zwe i F̈alle zu
u n te rsc h e id e n :

Fall 1 : En twe d e r ¯a o d e r ¯b ist g e rad e .
O. B. d . A . g e lte : ¯a = 2 m u n d ¯b = 2 n + 1 ( m it m , n ≥ 1 , g an zzah lig ) . Ze rle g t
m an ¯R e n tsp re c h e n d d e r A b b ild u n g 4 .1 in d re i R e c h te c ke m it d e n S e ite n l̈an g e n 1 u n d
¯b - 1 = 2 n b zw. ¯a - 2 = 2 ( m - 1 ) u n d 1 b zw. ¯a - 1 = 2 m - 1 u n d ¯b - 1 , so e rke n n t
m an , d ass e s f¨u r je d e s d ie se r R e c h te c ke e in e P ac ku n g m it Do m in o s g ib t.

1

1

6

?

¯a

-¾
¯b

A b b ild u n g 4 .1 : Be we isskizze f¨u r S atz 4 .2

Fall 2 : ¯a u n d ¯b sin d g e rad e .
In d ie se m Fall g ib t e s ke in e P ac ku n g m it Do m in o s, wie fo lg e n d e Üb e rle g u n g ze ig t:
Man f̈arb t ¯R sc h ac h b re ttartig we iß u n d sc h warz e in ( sie h e A b b ild u n g 4 .2 ) . Die b e id e n
Qu ad rate , d ie e n tfe rn t wo rd e n sin d , w¨u rd e n sic h e r m it d e rse lb e n Farb e g e f̈arb t we rd e n ,
o . B. d . A . m it we iß. S o m it b e sitzt ¯R āb̄

2
sc h warze u n d āb̄

2
− 2 we iße Fe ld e r. Dam it e s

ab e r e in e P ac ku n g m it Do m in o s g e b e n k̈o n n te , m ¨u sste je we ils d ie g le ic h e A n zah l vo n
Fe ld e rn d e rse lb e n Farb e vo rh an d e n se in , d a je d e s Do m in o g e n au e in we iße s u n d e in
sc h warze s Fe ld ¨u b e rd e c kt.

A b b ild u n g 4 .2 : S c h ac h b re tt m it zwe i ab g e sc h n itte n e n Ec ke n

Die Me th o d e d e s Ein f̈arb e n s, d ie h ie r ve rwe n d e t wo rd e n ist, ist o ft b e i
Un m ¨o g lic h ke itsb e we ise n se h r n ¨u tzlic h , was sic h im Lau fe d ie se r A rb e it n o c h d e s ¨o fte rs
ze ig e n wird .
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2 Beispiele für P ack ungen mit Trominos

Tro m in o s sin d P o lyo m in o s, d ie au s d re i ko n g ru e n te n Qu ad rate n g e b ild e t we rd e n . Die
b e id e n Fo rm e n we rd e n n ac h ih re m A u sse h e n m it I u n d L b e ze ic h n e t.

Es ist klar, d ass m an e in R e c h te c k m it d e n S e ite n l̈an g e n a u n d b n u r d an n m it Tro m in o s
d e r Fo rm I au sle g e n kan n , we n n e n twe d e r a o d e r b u n d d am it d e r Fl̈ac h e n in h alt a . b
d u rc h 3 te ilb ar ist.

Ein e in te re ssan te Frag e ist ab e r, o b e s m ¨o g lic h ist, e in Qu ad rat m it S e ite n l̈an g e
a b e i d e m e in b e lie b ig e s Ein h e itsq u ad rat au s d e r i-te n Ze ile u n d k-te n S p alte
( 1 ≤ i, k ≤ a) fre ib le ib e n so ll, m it Tro m in o s d e r Fo rm I au szu le g e n .

Satz 4.3 Ein e P ac ku n g e in e s Qu ad rats m it S e ite n l̈an g e a, b e i d e m e in b e lie b ig e s
Ein h e itsq u ad rat au s d e r i-te n Ze ile u n d k-te n S p alte ( 1 ≤ i, k ≤ a)
fre ib le ib e n so ll, m it Tro m in o s d e r Fo rm I ist n u r d an n m ¨ o g lic h , we n n
Fo lg e n d e s g ilt:

•W e n n a = 3 n + 1 m it n = 1 , 2 , . . . , d an n m u ss i ≡ k ≡ 1 ( 3 ) g e lte n .

o d e r

•W e n n a = 3 n + 2 m it n = 1 , 2 , . . . , d an n m u ss i ≡ k ≡ 0 ( 3 ) g e lte n .

Be we is: In d ie se m Fall b e d ie n t m an sic h wie d e r d e r Me th o d e d e s Ein f̈arb e n s. Das
q u ad ratisc h e Fe ld wird m it d re i Frab e n , e twa sc h warz ( s) , ro t ( r) u n d we iß ( w) wie
fo lg t zyklisc h g e f̈arb t: 1 . Ze ile : s r w s . . . , 2 . Ze ile : w s r w . . . , 3 . Ze ile : r w s r . . . ,
u sw. Es g ib t d re i F̈alle zu u n te rsc h e id e n :

Fall 1 : a = 3 n + 1 m it n = 1 , 2 , . . .
In d ie se m Fall g ib t e s lau t Ein f̈arb u n g g le ic h vie le ro te u n d we iße Fe ld e r, ab e r e in
sc h warze s Fe ld m e h r. Da e in Tro m in o d e r Fo rm I im m e r g e n au e in sc h warze s, e in
we iße s u n d e in ro te s Fe ld b e i e in e r P ac ku n g b e le g t, so m u ss d as fre izu b le ib e n d e Fe ld
sc h warz se in . Darau s fo lg t n o twe n d ig e rwe ise i ≡ k( 3 ) .
Die se Be d in g u n g ist ab e r n ic h t h in re ic h e n d , d a e s zu m Be isp ie l f¨u r
a = 4 u n d i = k = 2 ke in e so lc h e P ac ku n g g ib t. F̈arb t m an d as Qu ad rat
ab e r in e in e r an d e re n zyklisc h e n R e ih e n fo lg e wie zu e rst, n ¨am lic h m it
1 . Ze ile : s r w s . . . , 2 . Ze ile : r w s r . . . , 3 . Ze ile : w s r w . . . ,
u sw., so m u ss d as fre ie Fe ld au c h wie d e r sc h warz e in . Darau s fo lg t ab e r
i + k ≡ 2 ( 3 ) . Fasst m an b e id e Be d in g u n g e n zu sam m e n , so e rg e b e n sie d ie
n o twe n d ig e Be d in g u n g i ≡ k ≡ 1 ( 3 ) . A b b ild u n g 4 .3 ze ig t, d ass zu d ie se r Be d in g u n g
wirklic h e in e P ac ku n g e xistie rt.

·························

A b b ild u n g 4 .3 : Be isp ie l e in e r P ac ku n g f¨u r i ≡ k ≡ 1 ( 3 )

1 0



Fall 2 : a = 3 n + 2 m it n = 1 , 2 , . . .
F̈arb t m an d as g an ze Fe ld m it d e r e rste n Ein f̈arb u n g e in , so g ib t e s wie d e r e in
sc h warze s Fe ld m e h r als ro te u n d we iße . Darau s fo lg t wie d e ru m i ≡ k( 3 ) . F̈arb t
m an d as Qu ad rat ab e r in e in e r an d e re n zyklisc h e n R e ih e n fo lg e m it d e r 1 . Ze ile :
w s r w . . . , 2 . Ze ile : s r w s . . . , 3 . Ze ile : r w s r . . . , u sw., so m u ss
d as fre ie Fe ld au c h wie d e r sc h warz e in . Darau s fo lg t ab e r i + k ≡ 0 ( 3 ) . Fasst
m an b e id e Be d in g u n g e n zu sam m e n , so e rg e b e n sie d ie n o twe n d ig e Be d in g u n g
i ≡ k ≡ 0 ( 3 ) . A b b ild u n g 4 .4 ze ig t, d ass zu d ie se r Be d in g u n g wie d e ru m e in e P ac ku n g
e xistie rt.

·························

A b b ild u n g 4 .4 : Be isp ie l e in e r P ac ku n g f¨u r i ≡ k ≡ 0 ( 3 )

Fall 3 : a = 3 n m it n = 1 , 2 , . . .
In d ie se m Fall ist allg e m e in ke in e P ac ku n g m ¨o g lic h , d a 3 ke in Te ile r vo n
a2 - 1 ist.

Ein e sp e zie lle re Frag e ist: W e lc h e s Fe ld ist in e in e m Qu ad rat m it d e r S e ite n l̈an g e
a = 2 n ( n ≤ 1 ) fre izu lasse n , d am it d as Üb rig e e in e P ac ku n g m it Tro m in o s d e r Fo rm
L b e sitzt?

Be trac h te t m an zu e rst d e n Fl̈ac h e n in h alt, so e rg ib t sic h ke in e Ein sc h r̈an ku n g , d a
3 ste ts a2 - 1 = 2 2n - 1 = ( 2 n+ 1 ) ( 2 n- 1 ) te ilt.

Satz 4.4 W ird in e in e m Qu ad rat m it d e r S e ite n l̈an g e a = 2 n ( n ≤ 1 ) irg e n d e in
Fe ld au sg e sp art, d an n g ib t e s f̈u r d ie ¨u b rig e Fig u r ste ts e in e P ac ku n g m it
Tro m in o s d e r Fo rm L.

Be we is: De r Be we is wird d u rc h vo llsẗan d ig e In d u ktio n g e f¨u h rt. F¨u r n = 1 stim m t d e r
S atz o ffe n sic h tlic h . V o rau sg e se tzt, d ass d ie Be h au p tu n g au c h f¨u r e in e n at¨u rlic h e Zah l
n = k ( ≥ 1 ) g ilt, d as h e ißt f¨u r e in Qu ad rat m it d e r S e ite n l̈an g e a = 2 k g ib t e s zu
je d e r b e lie b ig e n A u ssp aru n g e in e s Fe ld e s e in e P ac ku n g m it Tro m in o s d e r Fo rm L, so
kan n m an d as Qu ad rat m it d e r S e ite n l̈an g e a = 2 k+1 in vie r Te ilq u ad rate m it d e r
S e ite n l̈an g e a = 2 k ( sie h e A b b ild u n g 4 .5 ) ze rle g e n .

F1 F2

F3 F4

A b b ild u n g 4 .5 : Be we isskizze f¨u r S atz 4 .4
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O. B. d . A . sp art m an im Te ilq u ad rat F1 e in b e lie b ig e s Ein h e itsq u ad rat au s.
In d e n ¨u b rig e n Te ilq u ad rate n F2, F3 u n d F4 b le ib t je n e s Ein h e itsq u ad rat n ac h
A b b ild u n g 4 .5 fre i. Lau t V o rau sse tzu n g g ib t e s zu je d e m ¨u b rig g e b lie b e n e n Te il vo n
Fi ( i = 1 , 2 , 3 , 4 ) e in e P ac ku n g m it Tro m in o s d e r Fo rm L. A u c h
k̈o n n e n d ie d re i au sg e sp arte n Ein h e itsq u ad rate m it e in e m Tro m in o
d e r Fo rm L ¨u b e rd e c kt we rd e n . Dam it g ilt d ie Be h au p tu n g au c h f¨u r
n = k +1

3 Beispiele für P ack ungen mit Tetrominos

Te tro m in o s sin d je n e P o lyo m in o s, d ie au s vie r Ein h e itsq u ad rate n g e b ild e t we rd e n
k̈o n n e n . A u c h sie we rd e n n ac h ih re n Fo rm e n m it I, L, T, Z u n d O b e ze ic h n e t.

Es ist le ic h t zu e rke n n e n , d ass e in R e c h te c k R m it g an zzah lig e n S e ite n l̈an g e n
a u n d b n u r d an n e in e P ac ku n g m it Te tro m in o s d e r Fo rm I b e sitzt, we n n 4 |a o d e r 4 |b
g ilt.

W e lc h e Be d in g u n g e n m ¨u sse n f¨u r e in e P ac ku n g d e s R e c h te c ks m it Te tro m in o s d e r
Fo rm L g e lte n ?

Satz 4.5 F̈u r e in R e c h te c k R m it g an zzah lig e n S e ite n l̈an g e n a u n d b e xistie rt g e n au

d an n e in e P ac ku n g m it Te tro m in o s d e r Fo rm L, we n n a, b ≥ 2 u n d 8 |ab
g ilt.

Be we is: No twe n d ig e rwe ise m u ss 4 |ab u n d a, b ≥ 2 g e lte n . O. B. d . A . kan n m an
2 |b vo rau sse tze n . F̈arb t m an d as R e c h te c k n ac h A b b ild u n g 4 .6 e in , so d ass je d e Ze ile
sc h warze r Fe ld e r d ie L̈an g e a h at, so e rh ¨alt m an ab

2
sc h warze u n d ab

2
we iße Fe ld e r.

Ein e m ¨o g lic h e P ac ku n g m u ss au s ab

4
Te tro m in o s d e r Fo rm L b e ste h e n . Da je d e s

d ie se r Te tro m in o s 1 o d e r 3 sc h warze Fe ld e r ¨u b e rd e c kt, m u ss au c h 2 | ab

4
u n d d am it

8 |ab g e lte n .

6

?

a

-¾ b

A b b ild u n g 4 .6 : Be we isskizze f¨u r S atz 4 .5

Die se Be d in g u n g ist zu sam m e n m it a, b ≥ 2 au c h h in re ic h e n d , d a n u n je d e s R e c h te c k,
d as sie e rf¨u llt, e in e P ac ku n g m it d e n in A b b ild u n g 4 .7 ab g e b ild e te n Te ile n b e sitzt.
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A b b ild u n g 4 .7 : P ac ku n g e n m it L Te tro m in o s

4 Beispiele für P ack ungen mit P entominos

P e n to m in o s sin d je n e P o lyo m in o s, d ie au s f¨u n f Ein h e itsq u ad rate n g e b ild e t we rd e n
k̈o n n e n . Die zẅo lf ve rsc h ie d e n e n Fo rm e n sin d in A b b ild u n g 3 .1 zu se h e n . S ie we rd e n
wie d e r n ac h ih re r Fo rm m it I, L, Y , N, V , P , U, Z, F, T, X u n d W b e ze ic h n e t.

Ein e in te re ssan te Frag e ist, o b m an m it d e n zw¨o lf ve rsc h ie d e n e n P e n to m in o s e in
R e c h te c k b ild e n kan n , wo b e i je d e Fo rm n u r e in Mal vo rko m m e n d arf.

W e n n e s so e in e P ac ku n g g ib t, so m u ss d as R e c h te c k g e n au au s
5 . 1 2 = 6 0 Ein h e itsq u ad rate n b e ste h e n . S o lc h e kle in stm ¨o g lic h e n P ac ku n g e n
au s e in e r b e stim m te n Me n g e vo n Ob je kte n n e n n t m an m in im ale P ac ku n g e n . Es ist
klar, d ass n u r fo lg e n d e R e c h te c ke m it d e n S e ite n l̈an g e n a u n d b p rin zip ie ll in Frag e
ko m m e n :

• a = 1 , b = 6 0

• a = 2 , b = 3 0

• a = 3 , b = 2 0

• a = 4 , b = 1 5

• a = 5 , b = 1 2

• a = 6 , b = 1 0

Offe n sic h tlic h k̈o n n e n d ie zẅo lf P e n to m in o s n ic h t zu R e c h te c ke n m it d e n S e ite n l̈an g e n
a = 1 , b = 6 0 o d e r a = 2 , b = 3 0 zu sam m e n g e se tzt we rd e n . Die an d e re n vie r
M̈o g lic h ke ite n sin d d ie e in zig e n , b e i d e n e n e s d ie g e w¨u n sc h te P ac ku n g g ib t.
A b b ild u n g 4 .8 ze ig t e in e L̈o su n g f¨u r e in R e c h te c k m it a = 3 , b = 2 0 , wo b e i d ie se b is
au f Dre h u n g d e s h e rau sg e h o b e n e n Te ils u m 1 8 0 ◦ n ac h [3 ] au c h d ie e in zig e ist.

A b b ild u n g 4 .8 : Ein e m in im ale P ac ku n g d e r Gr¨o ße a = 3 , b = 2 0

Zwe i n ic h tko n g ru e n te M̈o g lic h ke ite n d e r P ac ku n g d e s R e c h te c ks m it a = 4 , b = 1 5
ze ig t d ie A b b ild u n g 4 .9 . Be im R e c h te c k m it a = 6 , b = 1 0 g ib t e s so g ar ¨u b e r 2 3 0 0
ve rsc h ie d e n e P ac ku n g e n .
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A b b ild u n g 4 .9 : Zwe i M̈o g lic h ke ite n d e r m in im ale n P ac ku n g d e r Gr¨o ße a = 4 , b = 1 5

Dam it g ilt d e r fo lg e n d e S atz:

Satz 4.6 Die R e c h te c ke m it d e n S e ite n l̈an g e n

•a = 3 , b = 2 0

•a = 4 , b = 1 5

•a = 5 , b = 1 2

•a = 6 , b = 1 0

u n d n u r d ie se g e statte n e in e m in im ale P ac ku n g m it P e n to m in o s.

Es g ib t se h r vie le kre ative M̈o g lic h ke ite n , m it P e n to m in o s zu sp ie le n . Ein e d avo n

ist d as P ro b le m d e r Trip likatio n . Dab e i so ll e in e b e stim m te Fo rm d e s P e n to m in o s in

ve rd re ifac h te r Gr¨o ße au s an d e re n P e n to m in o s g e b ild e t we rd e n . Die n e u e Fig u r e n th ¨alt

3 2 . 5 = 4 5 Ein h e itsq u ad rate u n d ist so m it au s n e u n P e n to m in o s zu b ild e n .

A b b ild u n g 4 .1 0 : Trip likatio n d e s P P e n to m in o s

5 Beispiele für P ack ungen mit H exominos

He xo m in o s sin d je n e P o lyo m in o s, d ie au s se c h s Ein h e itsq u ad rate n g e b ild e t we rd e n

k̈o n n e n . Nac h Tab e lle 3 .1 g ib t e s 3 5 ve rsc h ie d e n e He xo m in o s, we lc h e also in sg e sam t

e in e Fl̈ac h e vo n 3 5 ×6 = 2 1 0 Ein h e itsq u ad rate n b e d e c ke n .

Die m in im ale P ac ku n g au s 3 5 ve rsc h ie d e n e n He xo m in o s kan n n u r au s e in e m R e c h te c k

b e ste h e n , d e sse n S e ite n l̈an g e n P rim fakto re n vo n 2 1 0 sin d . Dam it e rg e b e n sic h

fo lg e n d e th e o re tisc h e M̈o g lic h ke ite n : 3 ×7 0 , 5 ×4 2 , 6 ×3 5 , 7 ×3 0 , 1 0 ×2 1 , o d e r 1 4 ×1 5 .

Es ste llt sic h h e rau s, d ass e s ke in e d e rartig e P ac ku n g g ib t.
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In d ire kt: A n g e n o m m e n e s g ib t e in e m in im ale P ac ku n g , so kan n m an alle 3 5 He xo m in o s
sc h ac h b re ttartig we iß u n d sc h warz e in f̈arb e n . In sg e sam t e rg e b e n sic h so m it 1 0 5 we iße
u n d 1 0 5 sc h warze Ein h e itsq u ad rate .
Be i n ¨ah e re r Be trac h tu n g ste llt m an fe st, d ass e s g e n au 2 4 He xo m in o s g ib t, d ie je we ils
3 we iße u n d 3 sc h warze Fe ld e r, also im m e r e in e u n g e rad e A n zah l, e n th alte n ( sie h e
A b b ild u n g 4 .1 1 ) . S ie we rd e n au c h

”
u n g e rad e “ He xo m in o s g e n an n t. Die re stlic h e n

1 1 He xo m in o s b e ste h e n je we ils o . B. d . A . au s 2 sc h warze n u n d 4 we iße n Fe ld e rn ,
also im m e r au s e in e r g e rad e n A n zah l ( sie h e A b b ild u n g 4 .1 2 ) u n d h e iße n

”
g e rad e “

He xo m in o s. S o m it g ib t e s e in e g e rad e A n zah l vo n
”
u n g e rad e n “ He xo m in o s u n d e in e

u n g e rad e A n zah l vo n
”
g e rad e n “ He xo m in o s. Dam it e rg ib t sic h ab e r je we ils e in e

g e rad e Ge sam tan zah l d e r we iße n b zw. sc h warze n Fe ld e r. Das ist e in W id e rsp ru c h
zu r V o rau se tzu n g .

A b b ild u n g 4 .1 1 : Die 2 4
”
u n g e rad e n “ He xo m in o s

Ein e we ite re in te re ssan te Frag e ste llu n g e rg ib t sic h au s d e r Tatsac h e , d ass e in
W ¨u rfe ln e tz au s se c h s Qu ad rate n b e ste h t u n d so m it au c h e in He xo m in o ist. Die Frag e
ist n u r, we lc h e d e r 3 5 He xo m in o s als W ¨u rfe ln e tze in te rp re tie rt we rd e n k̈o n n e n .

Die se s sc h e in b ar triviale P ro b le m ist au fg ru n d d e r vie le n S ym m e trie n im W ¨u rfe l sc h we r
zu l¨o se n . Es g ib t e s vie le ve rsc h ie d e n e M̈o g lic h ke ite n , d ie K an te n e in e s W ¨u rfe l zu
tre n n e n , d ie d e n n o c h d as g le ic h e He xo m in o lie fe rn .
Man m u ss also b e i je d e m d e r 3 5 He xo m in o s ¨u b e rp r¨u fe n , o b e s sic h e n tlan g
se in e r K an te n zu e in e m W ¨u rfe l zu sam m e n falte n l̈asst. Ein e V e re in fac h u n g d ie se r
Üb e rp r¨u fu n g ist d ie K e n n ze ic h n u n g je n e r Qu ad rate je we ils m it e in e r Farb e , d ie sic h
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A b b ild u n g 4 .1 2 : Die 1 1
”
g e rad e n “ He xo m in o s

im R au m g e g e n ¨u b e rlie g e n . Es ste llt sic h h e rau s, d ass g e n au 1 1 d e r 3 5 He xo m in o s
W ¨u rfe ln e tze d arste lle n ( sie h e A b b ild u n g 4 .1 3 ) .

A b b ild u n g 4 .1 3 : Die 1 1 m ¨o g lic h e n W ¨u rfe ln e tze
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Kapitel 5

Spez ielle Fragestellungen

1 D as P ATTO N -P roblem

Ein e in te re ssan te A u fg ab e n ste llu n g ist d ie Erm ittlu n g d e r A n zah l vo n M̈o g lic h ke ite n ,

wie e in e g e g e b e n e Me n g e vo n P o lyo m in o s e in e sp e zie lle Fl̈ac h e au sf¨u lle n k̈o n n e n .

Die se A u fg ab e ist g e n e re ll zwar se h r sc h we r zu l¨o se n , ab e r in e in e m sp e zie lle n Fall

g ib t e s e in e e in fac h e A n two rt.

Be im P A TTON-P ro b le m so ll fo lg e n d e s P ro b le m g e l̈o st we rd e n : Ein 2 ×n g ro ße s

R e c h te c k ist m it Do m in o s zu p fl aste rn . W ie vie le ve rsc h ie d e n e L̈o su n g e n g ib t e s?

Zwe i L̈o su n g e n h e iße n d ab e i ve rsc h ie d e n , we n n sie d u rc h A n we n d u n g e in e r

in vo lu to risc h e n Be we g u n g n ic h t zu r De c ku n g g e b rac h t we rd e n k̈o n n e n .

··················································

··················································

····································································································

··················································

··················································

··················································

····································································································

····································································································

A b b ild u n g 5 .1 : Das P A TTON-P ro b le m

L̈o su n g : Zu e rst we rd e n alle 2 ×n g ro ße n R e c h te c ke , d ie au s Do m in o s g e b ild e t we rd e n ,

o h n e R ¨u c ksic h t au f g e g e n se itig e S ym m e trie n au fg e z̈ah lt. Dab e i b e ze ic h n e t fi d ie

A n zah l d e r ve rsc h ie d e n e n R e c h te c ke vo r A n we n d u n g vo n in vo lu to risc h e n Be we g u n g e n :
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• n = 1 =⇒ f1 = 1

• n = 2 =⇒ f2 = 2

• n > 2 : Be g in n t m an an d e r lin ke n S e ite d e s 2 ×n g ro ße n R e c h te c ks, so kan n
m an m it e in e m ve rtikale n Do m in o b e g in n e n , so d ass e s d an n fn−1 ve rsc h ie d e n e
M̈o g lic h ke ite n g ib t, d as 2 ×n -R e c h te c k zu p fl aste rn . Od e r m an b e g in n t m it zwe i
h o rizo n tale n Do m in o s, so d ass e s d an n n o c h fn−2 ve rsc h ie d e n e M̈o g lic h ke ite n
g ib t ( sie h e A b b ild u n g 5 .1 .

In sg e sam t g ilt also : fn = fn−1 + fn−2

Die Fo lg e m it d e n Glie d e rn f1 = 1 , f2 = 2 , fn = fn−1 + fn−2 f¨u r n > 2 ist d ie b e kan n te
Fib o n ac c i-Fo lg e : 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 1 3 , 2 1 , 3 4 , 5 5 , 8 9 , . . . .

Le o n ard o vo n P isa, g e n an n t Fib o n ac c i, g in g im 1 3 . Jah rh u n d e rt vo n d e n e in fac h ste n
g an ze n Zah le n f0 = 0 , f1 = 1 au s u n d ko n stru ie rte d ie u n e n d lic h e Zah le n fo lg e
f0 , f1 , f2 , . . ., fn, . . . m itte ls d e s Bild u n g g e se tze s:

fn+1 = fn + fn−1 .

S o m it lau te t d ie Fib o n ac c i-Fo lg e im Org in al: 0 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 1 3 , 2 1 , 3 4 , 5 5 , 8 9 , . . . .

Nu n b e trac h te t m an n u r je n e R e c h te c ke , d ie n ic h t d u rc h e in e ve rtikale S p ie g e lu n g
in e in an d e r ¨u b e rg e f¨u h rt we rd e n k̈o e n n e n . Cm b e ze ic h n e d ie A n zah l d ie se r wirklic h
u n te rsc h e id b are n L̈o su n g e n f¨u r e in 2 ×m -R e c h te c k. sm se i d ie A n zah l d e r L̈o su n g e n ,
d ie in sic h se lb st b e z¨u g lic h d ie se r ve rtikale n S p ie g e lu n g sym m e trisc h sin d , d an n g ilt:

Cm =
1

2
( fm + sm ) .

Um n u n d e n W e rt f¨u r sm b e stim m e n zu k̈o n n e n , u n te rsc h e id e t m an :

• Gilt m = 2 n + 1 , so m u ss e in e zu e in e r ve rtikale n S p ie g e lac h se sym m e trisc h e
L̈o su n g e in ve rtikale s Do m in o in d e r m ittle re n P o sitio n u n d b e id se itig d avo n
e in 2 ×n -R e c h te c k b e sitze n . Ein e d ie se r b e id e n S e ite n kan n au f fn ve rsc h ie d e n e
M̈o g lic h ke ite n m it Do m in o s g e p fl aste rt we rd e n , wo d u rc h d ie zwe ite S e ite als
S p ie g e lb ild d e r e rste n au c h fe stg e le g t ist. S o m it g ilt: s2n+1 = fn.

⇒ C2n+1 =
1

2
( f2n+1 + fn ) .

• Gilt m = 2 n ( n �= 1 ) , so sc h n e id e t e in e ve rtikale n S p ie g e lac h se e n twe d e r
zwe i h o rizo n tale Do m in o s o d e r g e h t g e n au zwisc h e n zwe i ve rtikale n Do m in o s
h in d u rc h . Im e rste n Fall g ib t e s fn−1 ve rsc h ie d e n e M̈o g lic h ke ite n , u m e in e s
d e r 2 ×( n - 1 ) -R e c h te c ke zu p fl aste rn , im zwe ite n Fall fn f¨u r e in e s d e r 2 ×n -
R e c h te c ke . Die zwe ite Ḧalfte ist je we ils wie d e r als S p ie g e lb ild d e r e rste n
m itb e stim m t.

S o m it g ilt: s2n = fn−1 + fn = fn+1 .

⇒ C2n =
1

2
( f2n + fn+1 ) .

1 8



• m = 2 ist e in S o n d e rfall, d a b e i d ie se m Qu ad rat au c h sym m e trisc h e L̈o su n g e n
b e z¨u g lic h e in e r 9 0 ◦-Dre h u n g au ftre te n . Dad u rc h re d u zie rt sic h C2 = 2 au f
C′

2 = 1 , o h n e sic h ab e r au f an d e re F̈alle au szu wirke n .

n A n zah l d e r ve rsc h ie d e n e n 2 ×n g ro ße n R e c h te c ke

1 1

2 1

3 1

2
( f3 + f1 ) =

1

2
( 3 + 1 ) = 2

4 1

2
( f4 + f3 ) =

1

2
( 5 + 3 ) = 4

5 1

2
( f5 + f2 ) =

1

2
( 8 + 2 ) = 5

6 1

2
( f6 + f4 ) =

1

2
( 1 3 + 5 ) = 9

7 1

2
( f7 + f3 ) =

1

2
( 2 1 + 3 ) = 1 2

8 1

2
( f8 + f5 ) =

1

2
( 3 4 + 8 ) = 2 1

9 1

2
( f9 + f4 ) =

1

2
( 5 5 + 5 ) = 3 0

1 0 1

2
( f10 + f6 ) =

1

2
( 8 9 + 1 3 ) = 5 1

1 1 1

2
( f11 + f5 ) =

1

2
( 1 4 4 + 8 ) = 7 6

1 2 1

2
( f12 + f7 ) =

1

2
( 2 3 4 + 2 1 ) = 1 2 7

Tab e lle 5 .1 : A n zah l d e r ve rsc h ie d e n e n m ¨o g lic h e n P fl aste ru n g e n vo n 2 ×n g ro ße n
R e c h te c ke n m it Do m in o s
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2 Satz von GO MO R Y

Satz 5.1 W e rd e n zwe i b e lie b ig e Qu ad rate vo n ve rsc h ie d e n e r Farb e au s e in e m

S c h ac h b re tt g e n o m m e n , so kan n d ie ¨u b rig g e b lie b e n e Fl̈ac h e im m e r

vo llsẗan d ig m it Do m in o s au sg e le g t we rd e n .

Be we is: F¨u h rt m an zu m Be isp ie l Barrie re n n ac h A b b ild u n g 5 .2 au f d e m S c h ac h b re tt

e in , d ie vo n ke in e m Do m in o ve rd e c kt we rd e n d ¨u rfe n , so we rd e n d ie Do m in o s in g e wisse

Bah n e n g e zwu n g e n , d e n e n sie fo lg e n m ¨u sse n . En tfe rn t m an n u n zwe i ve rsc h ie d e n e

Qu ad rate , so wird d e r 6 4 Qu ad rate lan g e R u n d we g in zwe i S t¨u c ke m it g e rad e r

S t¨u c kan zah l ze rte ilt. S in d d ie b e id e n e n tfe rn te n Qu ad rate b e n ac h b art, so b le ib t

n at¨u rlic h n u r e in S t¨u c k d e r L̈an g e 6 2 ¨u b rig . Je d e s S t¨u c k au s e in e r g e rad e n A n zah l vo n

Qu ad rate n kan n n u n e in d e u tig m it Do m in o s au sg e le g t we rd e n .

A b b ild u n g 5 .2 : Barrie re n n ac h GOMOR Y

Das h ie r ve rwe n d e te Barrie re n m u ste r ist n u r e in Be isp ie l u n te r h u n d e rte n .
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3 D as Mauer- P roblem

Das Mau e r-P ro b le m ze ig t, d ass d ie P o lyo m in o s n ic h t n u r Ge g e n stan d vo n De n ksp ie le n ,
so n d e rn au c h f¨u r p raktisc h e A n we n d u n g e n wic h tig sin d . Üb e rzie h t m an e in b e lie b ig
g ro ße s R e c h te c k m it e in e m o rth o g o n ale n Gitte rn e tz m it d e r Ein h e itsstre c ke als
Gitte rb re ite , so e rg ib t sic h fo lg e n d e Frag e : Ist e s m ¨o g lic h , d as R e c h te c k so m it
Do m in o s zu b e le g e n , d ass je d e Gitte rlin ie d e s R e c h te c ks m in d e ste n s e in Do m in o
sc h n e id e t?

In te rp re tie rt m an n u n d ie Do m in o s als Zie g e lste in e , so ste llt e in e d u rc h g e h e n d e
Gitte rlin ie e in e stru ktu re lle S c h wac h ste lle d ar, d ie ve rm ie d e n we rd e n so ll. Es g ib t
u n e n d lic h vie le Mau e rp ac ku n g e n o h n e

”
Bru c h lin ie “ .

Satz 5.2 Die m in im ale P ac ku n g d e s Mau e r-P ro b le m s b e ste h t au s 1 5 Do m in o s, d ie

e in 5 ×6 g ro ße s R e c h te c k b ild e n .

Be we is: Be trac h te t m an je we ils d ie R e c h te c ke m it d e n g an zzah lig e n S e ite n l̈an g e n a

u n d b , so e rg e b e n sic h fo lg e n d e Erg e b n isse , wo b e i a u n d b je we ils ve rtau sc h b ar sin d :

• a = 1 , b = 1 : ke in e P ac ku n g m it Do m in o s m ¨o g lic h

• a = 1 , b = 2 : g e n au e in Do m in o

• a = 2 , b = 2 : d ie se s Qu ad rat b e sitzt sic h e r e in e Bru c h lin ie

• a = 2 , b = 3 : d ie se s R e c h te c k b e sitzt b e i je d e r P ac ku n g e in e Bru c h lin ie

• a = 3 , b = 3 : d ie se s Qu ad rat b e ste h t au s 9 Ein h e itsq u ad rate n u n d kan n so m it
n ic h t m it Do m in o s au sg e le g t we rd e n

• a = 3 , b = 4 :
Exe m p larisc h wird in A b b ild u n g 5 .3 f¨u r d as 3 ×4 -R e c h te c k d e r ko m b in ato risc h e
Be we is g e f¨u h rt, wo b e i m ¨o g lic h e Lag e n vo n S te in e n stric h lie rt u n d n o twe n d ig e
Lag e n m it d u rc h g e zo g e n e r Lin ie e in g e ze ic h n e t we rd e n .

• a= 4 , b = 4 : d ie an alo g zu m o b ig e m Be we is an g e fe rtig te n P fl aste ru n g e n we rd e n
in A b b ild u n g 5 .4 g e ze ig t

• a = 4 , b = 5 : d ie n ac h o b ig e m Be we is an g e fe rtig te n P fl aste ru n g e n we rd e n in
A b b ild u n g 5 .5 g e ze ig t

• a = 5 , b = 5 : d ie se s Qu ad rat b e ste h t au s 2 5 Ein h e itsq u ad rate n u n d kan n so m it
n ic h t m it Do m in o s au sg e le g t we rd e n

• a = 5 , b = 6 : m it d ie se m R e c h te c k sin d P ac ku n g e n m it Do m in o s o h n e
Bru c h lin ie n e rstm als m ¨o g lic h ( sie h e A b b ild u n g 5 .6 )
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a)

2

1 S e tzt m an S te in 1 , so ist S te in 2 in d ie se r P o stio n n o twe n d ig .

Um ke in e Bru c h lin ie zu e rh alte n , kan n d e r S te in 3 n u r m e h r wie fo lg t g e se tzt we rd e n :

2

1 3
2

1 3

2

1
3 2

1
3 2

1 3

F¨u r S te in 4 b le ib e n n u r fo lg e n d e P o sitio n e n ¨u b rig :

2

1 3
4

2

1 3 4

2

1
3 4 2

1
3

4

2

1 34

Die S te in e 5 u n d 6 k¨o n n e n n u r m e h r so p o sitio n ie rt we rd e n , d ass e in e Bru c h lin ie
e n tste h t. =⇒ W id e rsp ru c h !

b ) 12

3

S e tzt m an S te in 1 , so sin d d ie P o stio n e n f¨u r S te in 2 u n d 3 n o twe n d ig .
=⇒ W id e rsp ru c h !

c ) 32 1 S e tzt m an S te in 1 , so sin d d ie P o stio n e n f¨u r S te in 2 u n d 3 n o twe n d ig .
Dad u rc h k̈o n n e n d ie S te in e 4 , 5 u n d 6 n u r m e h r so p o sitio n ie rt we rd e n ,
d ass e in e Bru c h lin ie e n tste h t. =⇒ W id e rsp ru c h !

d ) 2
1
3

S e tzt m an S te in 1 , so sin d d ie P o stio n e n f¨u r S te in 2 u n d 3 n o twe n d ig .
=⇒ W id e rsp ru c h !

e )
1

S e tzt m an S te in 1 , so k̈o n n e n d ie re stlic h e n S te in e n u r m e h r so g e se tzt
we rd e n , d ass e in e Bru c h lin ie e n tste h t. =⇒ W id e rsp ru c h !

A b b ild u n g 5 .3 : K o m b in ato risc h e r Be we is d e s Mau e r-P ro b le m s an h an d e in e s
3 ×4 -R e c h te c ks
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a)

2

1

3

4
5

1
4

2

5
3 1

2

b )

5

1

4
2 3

c ) 12
3

4 5

d ) 1
2 3

A b b ild u n g 5 .4 : S c h e m a f¨u r d e n Be we is d e s Mau e r-P ro b le m s b e i e in e m 4 ×4 -Qu ad rat
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a)

2

1

3

4
5

b ) 1
2 3

1 3
2

1 2
3

c ) 12

3
4

d ) 1
2 3

1 3
2

e )

1

2

3 1
3

2

f )
1

2 3
1
3

2
1
2 3

1 3
2

A b b ild u n g 5 .5 : S c h e m a f¨u r d e n Be we is d e s Mau e r-P ro b le m s b e i e in e m 4 ×5 -R e c h te c k

A b b ild u n g 5 .6 : Ein e m in im ale L̈o su n g d e s Mau e r-P ro b le m s
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4 Verallgemeinerung des Mauer- P roblems

Satz 5.3 Das kle in ste R e c h te c k, d as o h n e Bru c h lin ie m it 1 ×n g ro ße n n -Om in o s
( n > 1 ) au sg e le g t we rd e n kan n , ist e in ( 2 n + 1 ) ×( 3 n ) -R e c h te c k.

Be we is: Man g e h t vo n e in e m b e lie b ig e n h ×w-R e c h te c k au s, d as m an m it 1 ×n -Om in o s

au sle g e n will.

Es so ll h > n g e lte n , d a so n st ke in e P ac ku n g o h n e Bru c h lin ie n e xistie rt.

De n n alle h o rizo n tal lie g e n d e n 1 ×n -Om in o s, d ie am lin ke n R an d d e s

h ×w-R e c h te c ks b e g in n e n , w¨u rd e n e in e so lc h e e rze u g e n .

Fall 1 : h < 2 n
In d ie se m Fall k̈o n n e n 1 ×n -Om in o s so wo h l ve rtikal als au c h h o rizo n tal

am lin ke n R an d p o sitio n ie rt we rd e n . Ge n au e r g e sag t, m u ss e s g e n au e in

1 ×n -Om in o g e b e n , d as ve rtikal lie g t. Die se wird im Fo lg e n d e n m it A b e ze ic h n e t.

Nim m t m an an , d ass A in e in e r Ec ke d e s h ×w-R e c h te c ks lie g t, so b e trac h te t m an

im Fo lg e n d e n in A b b ild u n g 5 .7 n u r je n e n Te il d e s R e c h te c ks, d e r ¨u b e r d e m u n te re n

P fe il lie g t. Die an d e re n 1 ×n -Om in o s, d ie d e n lin ke n R an d b e r¨u h re n , m ¨u sse n h o rizo n tal

lie g e n u n d we rd e n im Fo lg e n d e n m it B b e ze ic h n e t. R e c h ts n e b e n d e r R e g io n A k¨o n n te n

e in ig e ve rtikale 1 ×n -Om in o s p latzie rt we rd e n , ab e r h ¨o c h ste n s n - 1 S t¨u c k. S ie we rd e n ,

falls sie e xistie re n , m it C b e ze ic h n e t.

A C ? F ?D G

B E H

B E H

-

-

····························································

··················································

A b b ild u n g 5 .7 : Be we isskizze f¨u r S atz 5 .3 , h < 2 n

Die R e g io n C kan n ab e r n ic h t b is zu m R an d vo n B re ic h e n , d a so n st e in e

ve rtikale Bru c h lin ie e n tste h e n w¨u rd e . W ird d ie se P ac ku n g b is an d e n re c h te n R an d

fo rtg e se tzt, so e n tste h t e in e h o rizo n tale Bru c h lin ie g e n au in Ḧo h e d e s o b e re n P fe ils in

A b b ild u n g 5 .7 .

S o m it m ¨u sse n re c h ts vo n C g e n au n h o rizo n tale 1 ×n -Om in o s in e in e r R e g io n

D p o sitio n ie rt we rd e n . Da d ie se Te ile ¨u b e r d e n re c h te n R an d vo n B h in au sg e h e n ,

b e n ¨o tig t m an h - n h o rizo n tale 1 ×n -Om in o s, d ie im Fo lg e n d e n m it E b e ze ic h n e t

we rd e n .

Nu n k̈o n n te n wie d e ru m e in ig e ve rtikale 1 ×n -Om in o s re c h ts n e b e n D in e in e r R e g io n

F p latzie rt we rd e n . F¨u r F g ilt d as Gle ic h e wie f¨u r d ie R e g io n C. S o m it b e n ¨o tig t m an

n h o rizo n tale 1 ×n -Om in o s d e r R e g io n G re c h ts n e b e n F.
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Dam it ist m an ab e r am A n fan g d e r Üb e rle g u n g e n an g e lan g t. W ird d ie se r

zyklisc h e r P ro ze ss in e in e m R e c h te c k am re c h te n R an d b e e n d e t, so e rh ¨alt

m an e in e h o rizo n tale Bru c h lin ie in Ḧo h e d e s o b e re n P fe ils. S o m it kan n

h < 2 n n ic h t g e lte n .

A C ? G ?D H

B

E ?

F

-

····························································
··················································

A b b ild u n g 5 .8 : Be we isskizze f¨u r S atz 5 .3 , h = 2 n

Fall 2 : h = 2 n

In d ie se m Fall g ilt d ie g le ic h e A rg u m e n tatio n wie im e rste n Fall, n u r ist d ie R e g io n

A in e in e r lin ke n Ec ke an g e b rac h t. Die Üb e rle g u n g e n we rd e n in

A b b ild u n g 5 .8 g rafi sc h d arg e ste llt. Es k̈o n n e n n u n so wo h l e n tlan g

d e s u n te re n als au c h e n tlan g d e s o b e re n R an d e in ig e ve rtikale

1 ×n -Om in o s re c h ts n e b e n e in e r R e g io n au s n h o rizo n tale n 1 ×n -Om in o s p latzie rt

we rd e n . A n alo g zu m vo rig e n Fall k̈o n n e n d ie se ve rtikale n Te ile ab e r n ic h t b is zu m

R an d d e r zu vo r h o rizo n tal g e le g te n 1 ×n -Om in o s g e h e n , o h n e e in e Bru c h lin ie zu

b ild e n .

Dam it m u ss h > 2 n g e lte n .

A u s S ym m e trie g r¨u n d e n g ilt we ite rs au c h : w > 2 n .

Im S atz vo n DE BR UIJN wird im n ¨ac h ste n A b sc h n itt g e ze ig t, d ass e in 1 ×n -Om in o

n u r d an n e in h ×w g ro ße s R e c h te c k au sle g e n kan n , we n n n |h o d e r n |w g ilt.

Das kle in ste V ie lfac h e vo n n , d as f¨u r d ie we ite re n Üb e rle g u n g e n in Frag e ko m m t, ist

3 n u n d d ie kle in ste n o c h m ¨o g lic h e g an ze Zah l ist 2 n + 1 .

S o m it b e sitzt d ie m in im ale L̈o su n g d e s P ro b le m s d ie S e ite n l̈an g e n 3 n u n d 2 n + 1 .
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5 Satz von D E BR UIJN

De r fo lg e n d e S atz wu rd e b e re its f¨u r n = 2 , 3 , 4 in K ap ite l 4 e rẅah n t. Im allg e m e in e n
Fall g e h t m an an alo g vo r.

Satz 5.4 Ein a×b g ro ße s R e c h te c k kan n n u r d an n m it 1 ×n g ro ße n n -Om in o s
au sg e le g t we rd e n , we n n n |a o d e r n |b g ilt ( m it a, b u n d n ∈ Z

+ ) .

Be we is: F¨u r d e n in d ire kte n Be we is d ie se s S atze s g e h t m an vo n d e r A n n ah m e au s, d ass
we d e r a n o c h b d u rc h n te ilb ar sin d . Man f̈arb t n u n d as a×b g ro ße R e c h te c k p e rio d isc h
m it n ve rsc h ie d e n e n Farb e n , u n d zwar so d ass je d e Diag o n ale vo n re c h ts o b e n n ac h
lin ks u n te n e in f̈arb ig ist ( sie h e A b b ild u n g 5 .9 ) . Du rc h d ie se Ein f̈arb u n g ¨u b e rd e c kt e in
1 ×n g ro ße s n -Om in o alle n Farb e n g e n au e in Mal, e g al an we lc h e r S te lle e s p o sitio n ie rt
wird . Das g an ze R e c h te c k kan n ab e r n u r d an n vo llsẗan d ig b e d e c kt we rd e n , we n n alle
n Farb e n g le ic h o ft vo rko m m e n , d as h e ißt we n n n |a o d e r n |b g e lte n w¨u rd e .

Da ab e r we d e r a n o c h b d u rc h n te ilb ar ist, d ivid ie rt m an a u n d b je we ils d u rc h n u n d
b e trac h te t d ie R e ste a’ u n d b ’ m it 0 < a’ < n , 0 < b ’ < n .

S p art m an n u n vo m a×b -R e c h te c k e in a’×b ’-R e c h te c k in e in e r Ec ke au s, so ist e s
o ffe n sic h tlic h , d ass d ie re stlic h e Fl̈ac h e m it 1 ×n g ro ße n n -Om in o s au sg e le g t we rd e n
kan n . Das a’×b ’-R e c h te c k kan n n u r d an n vo llsẗan d ig b e d e c kt we rd e n , we n n alle n
Farb e n g le ic h o ft vo rko m m e n . S e i o . B. d . A . a’ ≤ b ’, so g ib t e s in d e m re d u zie rte n
R e c h te c k m in d e ste n s e in e e in f̈arb ig e Diag o n ale d e r L̈an g e a’. Da d ie se Farb e n u n
im a’×b ’-R e c h te c k zu m in d e st a’-m al vo rko m m t u n d alle n Farb e n d o rt g le ic h o ft
vo rko m m e n m ¨u sse n , m u ss d as re d u zie rte R e c h te c k m in d e ste n s a’×n Ein h e itsq u ad rate
e n th alte n . Die s ist e in W id e rsp ru c h zu b ’ < n .

a

6

?
a’

6

?

b
-¾

b ’
-¾

2 3 4 5 6 1 2 3 4
1 2 3 4 5 6 1 2 3
6 1 2 3 4 5 6 1 2
5 6 1 2 3 4 5 6 1
4 5 6 1 2 3 4 5 6
3 4 5 6 1 2 3 4 5
2 3 4 5 6 1 2 3 4
1 2 3 4 5 6 1 2 3

A b b ild u n g 5 .9 : Be we isskizze f¨u r S atz 5 .4 m it a = 8 , b = 9 u n d n =6

6 Erweiterung z um Torus

A b b ild u n g 5 .1 0 ze ig t d ie to p o lo g isc h e En tste h u n g e in e s To ru s au s e in e m R e c h te c k.
Zu e rst e rh ¨alt m an d u rc h V e rkle b e n ( a) d e r g le ic h o rie n tie rte n Ob e r- u n d Un te rkan te
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e in e n Zylin d e r. W ird n u n n o c h d ie lin ke m it d e r g le ic h o rie n tie rte n re c h te n S e ite n kan te
ve rkle b t ( b ) , so e n tste h t e in To ru s.

A b b ild u n g 5 .1 0 : To p o lo g isc h e En tste h u n g e in e s To ru s

Fo rm t m an zu m Be isp ie l au s e in e m 1 0 ×1 0 -Qu ad rat e in e n To ru s, so ist e s u n m ¨o g lic h ,
ih n m it 1 ×4 g ro ße n R e c h te c ke n au szu le g e n . De r S atz vo n DE BR UIJN g ilt also
we ite rh in .

Be we is: Man f̈arb t d as Qu ad rat n ac h A b b ild u n g 5 .1 1 , so sie h t m an , d ass d as
1 ×4 g ro ße R e c h te c k im m e r e in e g e rad e A n zah l vo n Ein h e itsq u ad rate n d e r g le ic h e n
Farb e ab d e c kt, e g al an we lc h e r S te lle d e s To ru sm an te ls e s p o sitio n ie rt wird . Dab e i
ist zu b e d e n ke n , d ass au c h Nu ll e in e g e rad e Zah l ist. Da d ie S u m m e g e rad e r Zah le n
im m e r g e rad e ist, m u ss au c h e in e Me n g e au s 1 ×4 g ro ße n R e c h te c ke n e in e g e rad e
A n zah l vo n Ein h e itsq u ad rate n je d e r d e r vie r Farb e n b e d e c ke n . Da ab e r je d e Farb e au f
d e m 1 0 ×1 0 -Qu ad rat g e n au 2 5 -m al vo rko m m t, ist d ie g e fo rd e rte P fl aste ru n g n ic h t
m ¨o g lic h , se lb st we n n d as Qu ad rat als To ru sm an te l in te rp re tie rt wird .

®
−

©
ª

®

−

©

ª
©
ª

®
−

® ©

− ª

3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

A b b ild u n g 5 .1 1 : S atz vo n BR UIJN f¨u r e in e n To ru s

Die se r Be we is g ilt au c h allg e m e in f¨u r To ru sm ¨an te l d e re n S e ite n l̈an g e n a u n d b n ic h t
d u rc h 4 te ilb ar sin d . Ein e P fl aste ru n g m it 1 ×4 g ro ße n R e c h te c ke n ist we ite rh in
u n m ¨o g lic h .
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V e rallg e m e in e rt m an we ite r, so kan n e in a×b g ro ße n To ru sm an te l n ic h t m it
1 ×k2 g ro ße n R e c h te c ke n au sg e le g t we rd e n , we n n a u n d b n ic h t d u rc h k2 te ilb ar
sin d . F¨u r k = 2 wu rd e d ie se Be h au p tu n g sc h o n b e wie se n . Im allg e m e in e n Fall g e h t
m an an alo g vo r: Man f̈arb t d as a×b -R e c h te c k m it k2 Farb e n im g le ic h e n Mu ste r wie
in A b b ild u n g 5 .1 1 e in .

De r S atz vo n DE BR UIJN g ilt alle rd in g s n ic h t f¨u r alle 1 ×n -R e c h te c ke , d ie e in e
To ru sm an te lfl ¨ac h e p fl aste rn so lle n . S o lo m o n W . Go lo m b fan d h e rau s, d ass sic h
e in 1 0 ×1 5 g ro ße r To ru sm an te l m it 1 ×6 -R e c h te c ke n au sle g e n l̈asst, o b wo h l we d e r
1 0 n o c h 1 5 d u rc h 6 te ilb ar sin d ( sie h e A b b ild u n g 5 .1 2 ) . Er ko n n te so g ar ze ig e n ,
d ass d ie s e in Be isp ie l e in e r m in im ale n P ac ku n g e in e s a×b g ro ße n To ru sm an te ls m it
1 ×n -R e c h te c ke n ist.

A b b ild u n g 5 .1 2 : Ein m it 1 ×6 -R e c h te c ke n g e p fl aste rte r 1 0 ×1 5 g ro ße r To ru sm an te l

7 Verallgemeinerung des Satz es von D E BR UIJN

Satz 5.5 Ein X ×Y g ro ße s R e c h te c k ( m it X , Y ∈ R) kan n n u r d an n m it
u n te rsc h ie d lic h g ro ße n R e c h te c ke n au sle g t we rd e n , we n n zu m in d e st
e in e d e r b e id e n S e ite n l̈an g e n g an zzah lig ( = e in V ie lfac h e s d e r
Ein h e itsstre c ke e ) ist. Je d e s d e r u n te rsc h ie d lic h g ro ße n R e c h te c ke in d ie se r
P ac ku n g m u ss zu m in d e st e in e S e ite m it e in e r g an zzah lig e n L̈an g e b e sitze n .

Be we is: Im Fo lg e n d e n b e d e u te t d e r Be g riff
”
g an zzah lig “ im m e r e in V ie lfac h e s d e r

je we ilg e n Ein h e itsstre c ke .
Zu ze ig e n ist n u n , d ass d ie se n e u e A u ssag e d e n u rsp r¨u n g lic h e n S atz vo n
DE BR UIJN im p lizie rt. In d ie u rsp r¨u n g lic h e A u ssag e d e s S atze s m u sste Fo lg e n d e s
g e lte n : a, b u n d n ∈ Z

+.

F¨u h rt m an n u n e in e n e u e Ein h e itsstre c ke ¯ e = n . e e in , so h at d as au szu f¨u lle n d e
R e c h te c k d ie Gr̈o ße a

n
×

b

n
u n d d ie n -Om in o s d ie Gr̈o ße 1

n
×1 ( m it 1 = e ) .
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In sb e so n d e rs h at je d e s n -Om in o e in e S e ite m it g an zzah lig e r L̈an g e . Die n e u e
Fo rm u lie ru n g g aran tie rt je tzt, d ass zu m in d e st e in e d e r S e ite n l̈an g e n a

n
o d e r b

n

g an zzah lig ist. S o m it m u ss ab e r a o d e r b ( o d e r b e id e ) e in V ie lfac h e s vo n n se in .
Die s ist ab e r d ie A u ssag e d e s S atze s vo n DE BR UIJN.

De r Be we is d e s o b ig e n S atze s wird m itte ls sc h ac h b re ttartig e r Ein f̈arb u n g g e f¨u h rt.
Die Id e e d azu stam m t vo n P ro f. R ic h ard H. R o c h b e rg vo n d e r W ash in g to n Un ive rsity
u n d S h e rm an n K . S te in vo n d e r Un ive risity o f Califo rn ie n in Davis.

Be we is: A n g e n o m m e n e in X ×Y -R e c h te c k ist b e re its vo llsẗan d ig m it u n te rsc h ie d lic h
g ro ße n R e c h te c ke n au sg e le g t, wo b e i je d e s d ie se r kle in e re n R e c h te c k e in e S e ite m it
g an zzah lig e r L̈an g e b e sitzt.

Man f̈arb t n u n d as R e c h te c k in d e r lin ke n u n te re n Ec ke b e g in n e n d sc h ac h b re ttartig
e in , wo b e i d ie Qu ad rate d ie h alb e Ein h e itsl̈an g e als S e ite n l̈an g e b e sitze n .

e

e

X

Y

?

Y ’

X ’¾

A b b ild u n g 5 .1 3 : S c h ac h b re ttartig e Ein f̈arb u n g d e s X ×Y -R e c h te c ks m it d e r h alb e n
Ein h e itsl̈an g e als Gitte rb re ite

Das f¨u h rt d azu , d ass g e n au d ie Ḧalfte d e r vo n e in e m d ie se r kle in e re n R e c h te c ke n
b e d e c kte n Fl̈ac h e we iß b zw. sc h warz ist, d a e s zu m in d e st e in e S e ite m it g an zzah lig e r
L̈an g e h at.

Da d ie se A u ssag e f¨u r je d e s d e r kle in e n R e c h te c ke g ilt u n d d as g ro ße X ×Y -R e c h te c k
vo llsẗan d ig m it ih n e n au sg e le g t ist, m u ss au c h se in e Fl̈ac h e zu r Ḧalfte we iß u n d
sc h warz e in g e f̈arb t se in .

Nu n ist n u r n o c h zu ze ig e n , d ass d ie s d ie A u ssag e b e in h alte t, d ass zu m in d e st e in e
S e ite d e s X ×Y -R e c h te c ks e in e g an zzah lig e S e ite n l̈an g e b e sitzt.

In d ire kt: A n g e n o m m e n ke in e d e r b e id e n S e ite n l̈an g e n X u n d Y ist g an zzah lig , so kan n
m an Fo lg e n d e s sag e n :

X ’ = X - [X ] m it [X ] ist g r̈o ßtm ¨o g lic h e g an zzah lig e Zah l m it [X ] ≤ X

an alo g d azu

Y ’ = Y - [Y ]
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W ie au s A b b ild u n g 5 .1 3 klar e rke n n b ar ist, b e ste h t, we n n m an d as X ’×Y ’-R e c h te c k
au sn im m t, d ie re stlic h e Fl̈ac h e d e s X ×Y g ro ße n R e c h te c ks wie d e r zu g le ic h e n Te ile n
au s we iße r u n d sc h warze r Fl̈ac h e .

A n g e n o m m e n e s g ilt X ’ �= 0 u n d Y ’ �= 0 , so kan n m an n u n ze ig e n , d ass d as
X ’×Y ’-R e c h te c k n ie m als e in e Fl̈ac h e ab d e c ke n kan n , d ie zu g le ic h e n Te ile n we iß
u n d sc h warz ist. Dab e i sin d vie r ve rsc h ie d e n e F̈alle zu u n te rsc h e id e n ( sie h e
A b b ild u n g 5 .1 4 ) .

X
′ ≤ 1

2
, Y ′ ≤ 1

2
X

′ >
1

2
, Y ′ ≤ 1

2
X

′ ≤ 1

2
, Y ′ >

1

2
X

′ >
1

2
, Y ′ >

1

2

······························
····················

Y ’

X ’ ······························
····················

Y ’

X ’ ······························
····················

Y ’

X ’ ······························
····················

Y ’

X ’

A b b ild u n g 5 .1 4 : Die vie r ve rsc h ie d e n e n F̈alle f¨u r d as X ’×Y ’-R e c h te c k

Be we is: Es ist an sc h au lic h klar, d ass d as X ’×Y ’-R e c h te c k in d e n e rste n d re i F̈alle n
e in e g r̈o ße re sc h warze als we iße u n d im vie rte n Fall e in e g r̈o ße re we iße als sc h warze
Fl̈ac h e b e d e c kt. Die s kan n fo lg e n d e rwe ise ¨u b e rle g t we rd e n ( sie h e A b b ild u n g 5 .1 5 ) :

······························
····················

Y ’

X ’

1 .Faltu n g -¾

···············
Y ’

1 - X ’
-

6
2 .Faltu n g

1 - X ’ ········
····

1 - Y ’

A b b ild u n g 5 .1 5 : Be we is f¨u r d e n vie rte n Fall m itte ls Faltu n g

Zu e rst falte t m an d as Ein h e itsq u ad rat e n tlan g e in e r Gitte rlin ie in d e r h alb e n Ḧo h e
u n d d an n e n tlan g d e r d azu o rth o g o n ale n Gitte rlin ie in d e r h alb e n Bre ite . Be i d ie se r
Faltu n g h e b e n e in an d e r g le ic h g ro ße ve rsc h ie d e n g e f̈arb te Fl̈ac h e n au f. Es b le ib t e in e
sc h warz e in g e f̈arb te Fl̈ac h e m it d e m p o sitive n Fl̈ac h e n in alt ( 1 - X ’) ( 1 - Y ’) ¨u b rig .
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Kapitel 6

Verallgemeinerung der P olyominos

1 P seudo- und Q uasi-n-O minos

·························

·························
·························

·························
·························

A b b ild u n g 6 .1 : P se u d o -n -Om in o s f¨u r n = 1 , 2 , 3 , 4

Ein e M̈o g lic h ke it d e n Be g riff d e s P o lyo m in o s zu ve rallg e m e in e rn , ist, d ie Fo rd e ru n g e n
¨u b e r d ie Me n g e d e r g e m e in sam e n P u n kte zwe ie r Ein h e itq u ad rate zu lo c ke rn . Darau s
e rg e b e n sic h zwe i we ite re Typ e vo n P o lyo m in o s.

D efi nition 6.1 Ein P seudo-P olyomino o d e r P seudo-n-O mino ist e in e Fig u r P ,
d ie au s n ( n ≥ 1 ) ko n g ru e n te n Qu ad rate n b e ste h t, f¨u r d ie g ilt:
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• je zwe i Qu ad rate h ab e n e n twe d e r ke in e n P u n kt o d e r e in e Ec ke o d e r e in e S e ite
g e m e in sam ,

• zu je zwe i ve rsc h ie d e n e n Qu ad rate n Q1 u n d Q∗ au s P g ib t e s e in e Fo lg e
Q1 Q2 . . .Qn−1 Q∗ vo n b e n ac h b arte n Qu ad rate n au s P .

Dab e i h e iße n zwe i Qu ad rate benachbart, we n n d ie Me n g e ih re r g e m e in sam e n P u n kte
e in P u n kt o d e r e in e S e ite ist.

Die P se u d o -n -Om in o s f¨u r n = 1 , 2 , 3 , 4 sin d in A b b ild u n g 6 .1 d arg e ste llt.

D efi nition 6.2 Ein Q uasi-P olyomino o d e r Q uasi-n-O mino ist e in e Fig u r P , d ie
au s n ( n ≥ 1 ) ko n g ru e n te n Qu ad rate n e in e r e b e n e n Me n g e b e ste h t, wo b e i e s ke in e
Ein sc h r̈an ku n g b e z¨u g lic h d e s Zu sam m e n h an g s zwe ie r Qu ad rate g ib t.

2 Verwandte der P olyominos in der ebenen

Geometrie

In d e n b ish e rig e n Üb e rle g u n g e n b e stan d e n d ie P o lyo m in o s im m e r au s Qu ad rate n .
Mit ih n e n kan n d ie Eb e n e im S in n e e in e r re g u l̈are n Ze rle g u n g vo llsẗan d ig au sg e le g t
we rd e n , so d ass m an d ie Eb e n e se lb st als e in P o lyo m in o b e ste h e n d au s u n e n d lic h
vie le n Qu ad rate n in te rp re tie re n kan n .

D efi nition 6.3 Ein e Ze rle g u n g P = {Ti} in P o lyg o n e h e ißt regulär, we n n sie n o rm al1 )
ist u n d we n n d ie Flie se n ( ko n ve x) re g u l̈ar u n d ko n g ru e n t sin d . W o b e i d ie P o lyg o n e Ti

als Flie se n d e r Ze rle g u n g P b e ze ic h n e t we rd e n .

R e g u l̈are Ze rle g u n g e n d e r Eb e n e ( in ko n g ru e n te re g u l̈are P o lyg o n e ) g ib t e s n u r f¨u r
Dre i-, V ie r- u n d S e c h se c ke . S o m it kan n d e r Be g riff d e s P o lyo m in o s fo lg e n d e rwe ise
e rwe ite rt we rd e n :

D efi nition 6.4 Ein r-reguläres P olyomino ist e in e Fig u r P , d ie au s n
( n ≥ 1 ) ko n g ru e n te n re g u l̈are n r-Ec ke n ( m it r = 3 , 4 o d e r 6 ) b e ste h t u n d f¨u r d ie d ie
Be d in g u n g e n d e r De fi n itio n d e s n -Om in o s g e lte n .

A n alo g zu r Nam e n sg e b u n g d e r P o lyo m in o s vo n S o lo m o n W . Go lo m b we rd e n d ie 3 -
re g u l̈are n P o lyo m in o s, d ie au s g le ic h se itig e n Dre ie c ke n g e b ild e t we rd e n , vo n Th o m as
H. O’Be irn e als P olydiamanten b e ze ic h n e t. Es g ib t Diam an te n , Triam an te n ,
Te triam an te n , P e n tiam an te n , He xiam an te n , ... allg e m e in n -Iamanten.

1) Eine Zerlegung P = {Ti} in Polygone heiß t normal, wenn je zwei verschiedene Fliesen entweder
keinen Punkt oder genau eine Ecke oder eine Seite gemeinsam besitzen.
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A b b ild u n g 6 .2 : Üb e rsic h t ¨u b e r d ie n -Iam an te n b is n = 4

P o lyo m in o s, d ie au s n ko n g ru e n te n g le ic h se itig e n re c h twin ke lig e n Dre ie c ke n g e b ild e t

we rd e n , h e iße n in A n le h n u n g an d as Diab o lo P olyabolos. Dab e i b e r¨u h re n sic h zwe i

b e n ac h b arte Dre ic ke im m e r e n tlan g g le ic h lan g e r S e ite n .

David K larn e r b e ze ic h n e te d ie 6 -re g u l̈are n P o lyo m in o s als P olyhex.

A b b ild u n g 6 .3 : Üb e rsic h t ¨u b e r d ie P o lyh e x b is n = 4

Mit P o lyiam an te n u n d P o lyh e x k̈o n n e n an alo g zu P o lyo m in o s au s Qu ad rate n wie d e r

ve rsc h ie d e n e V e rp ac ku n g sau fg ab e n g e ste llt we rd e n , au f d ie h ie r ab e r n ic h t m e h r

e in g e g an g e n wird .
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Kapitel 7

P olyominos im 3-dimensionalen

R aum

A n alo g zu r Eb e n e d ie n e n im R au m Ein h e itsw¨u rfe l als Gru n d b au ste in e f¨u r d ie
r̈au m lic h e n P o lyo m in o s, d ie d e r De fi n itio n d e r e b e n e n P o lyo m in o s e n tsp re c h e n , wo b e i
n e b e n Ec ke n u n d K an te n n o c h S e ite n fl ¨ac h e n d e r W ¨u rfe l e n tsp re c h e n d e in zu b e zie h e n
sin d . Zwe i W ¨u rfe l h e iße n d e m n ac h d an n b e n ac h b art, we n n sie e in e S e ite n fl ¨ac h e als
g e m e in sam e P u n ktm e n g e b e sitze n .

A b b ild u n g 7 .1 : Üb e rsic h t ¨u b e r d ie r̈au m lic h e n P o lyo m in o s b is au f K o n g ru e n z
( n ≤ 4 )

Im R au m k̈o n n e n an alo g zu r Eb e n e zwe i Fig u re n g le ic h sin n ig o d e r u n g le ic h sin ig
ko n g ru e n t se in . Ein e Fig u r g e h t b e i e in e r S p ie g e lu n g an e in e r Eb e n e in e in e zu ih r
u n g le ic h sin n ig e Fig u r ¨u b e r.

F¨u r vie le Üb e rle g u n g e n ist d ie se s Faktu m im R au m re le van te r als in d e r Eb e n e , in
d e r m an e in e u n g le ic h sin n ig e K o n g ru e n z d u rc h W e n d e n d e s P o lyo m in o s p raktisc h
d u rc h f¨u h re n kan n . Da d ie s im R au m ab e r n ic h t m ¨o g lic h ist, m u ss b e i r̈au m lic h e n
P ac ku n g e n au f K o n g ru e n z u n d Nic h tko n g ru e n z g e ac h te t we rd e n . Be trac h te t m an n u r
g le ic h sin n ig ko n g ru e n te P o lyo m in o s, so g ib t e s ac h t r̈au m lic h e Te tro m in o s, d ie in
A b b ild u n g 7 .1 g e m e in sam m it an d e re n P o lyo m in o s g e ze ig t we rd e n .
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n A n zah l d e r r̈au m lic h e n P o lyo m in o s

1 1

2 1

3 2

4 8

5 2 9

6 1 6 6

7 1 0 2 3

8 6 9 2 2

9 4 8 3 1 1

1 0 3 4 6 5 4 3

1 1 2 5 2 2 5 2 2

Tab e lle 7 .1 : A n zah l d e r r̈au m lic h e n P o lyo m in o s b is n = 1 1

1 P ack ungen mit räumlichen P olyominos

Es g ib t se h r vie le P ro b le m ste llu n g e n m it r̈au m lic h e n P o lyo m in o s, d ie als De n ksp ie le

au f u n te rh altsam e W e ise d ie S c h u lu n g d e s r̈au m lic h e n W ah rn e h m u n g s-, V o rste llu n g s-

u n d Darste llu n g sve rm ¨o g e n u n te rst¨u tze n k̈o n n e n .

2 P ack ung mit den räumlichen P entominos

A u fg ab e : A u s d e n zẅo lf r̈au m lic h e n P e n to m in o s so ll e in 3 ×4 ×5 g ro ße r Qu ad e r

zu sam m e n g e ste llt we rd e n .

A m e in fac h ste n lasse n sic h so lc h e A u fg ab e n d u rc h Zu sam m e n se tze n au s Ho lz o d e r

S tyro p o r g e b aste lte n P o lyo m in o s l¨o se n . Ein e d e r vie le n ve rsc h ie d e n e n L̈o su n g e n wird

in A b b ild u n g 7 .2 g e ze ig t.

A b b ild u n g 7 .2 : K o n stru ktio n e in e s 3 ×4 ×5 g ro ße n Qu ad e rs au s d e n 1 2 r̈au m lc h e n

P e n to m in o s
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3 SO MA- W ürfel

De r S OMA -W ¨u rfe l ist wo h l d ie b e kan n te ste P ac ku n g sau fg ab e m it r̈au m lic h e n
P o lyo m in o s. Er wu rd e vo n D̈an e n P ie t He in ẅah re n d e in e r V o rle su n g vo n W e rn e r
He ise n b e rg ¨u b e r Qu an te n p h ysik e rfu n d e n .

A u s [2 ]:
”
W ¨ah re n d d e r b e kan n te d e u tsc h e P h ysike r ¨u b e r d ie Ze rle g u n g e in e s R au m e s

in W ¨u rfe l sp rac h , g litt d u rc h P ie t He in s re g e P h an tasie d e r b litzsc h n e lle Ein fall d e s
fo lg e n d e n e ig e n artig e n g e o m e trisc h e n S atze s. Be trac h te t m an alle u n re g e lm ¨aßig e n
K ¨o rp e r, d ie au s n ic h t m e h r als vie r g le ic h g ro ße n u n d an d e n S e ite n fl ¨ac h e n
ve rb u n d e n e n W ¨u rfe ln b e ste h e n , so lasse n sic h d ie se Fig u re n zu e in e m g ro ße n W ¨u rfe l
zu sam m e n se tze n .“

A b b ild u n g 7 .3 : De r S OMA -W ¨u rfe l

Ein e Fo rm h e ißt d ab e i u n re g e lm ¨aßig b zw. n ic h tre g u l̈ar, we n n sie m in d e ste n s e in e Ec ke
b e sitzt. Die e in fac h ste n ic h tre g u l̈are Fo rm wird d u rc h d re i W ¨u rfe l in d e r Fo rm atio n
G ( sie h e A b b ild u n g 7 .4 ) g e b ild e t. Mit vie r W ¨u rfe ln ste h e n alle r̈au m lic h e n Te tro m in o s
au sse r d e n Fo rm e n I u n d O zu r V e rf¨u g u n g . In sg e sam t b e sitze n d ie se K ¨o rp e r
3 + 6 . 4 = 2 7 Ein h e itsw¨u rfe l u n d sie lasse n sic h zu e in e m 3 ×3 ×3 g ro ße n
W ¨u rfe l zu sam m e n se tze n . A b b ild u n g 7 .3 ze ig t e in e vo n in sg e sam t 1 1 5 2 0 ve rsc h ie d e n e n
L̈o su n g e n ( sie h e S atz 7 .2 ) .
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A b b ild u n g 7 .4 : Die sie b e n Te ile d e s S OMA -W ¨u rfe ls

Nac h [4 ]:
Im Fo lg e n d e n we rd e n zwe i S ¨atze zu m S OMA -W ¨u rfe l b e wie se n :

Satz 7.1 Es g ib t g e n au 2 4 0 n ic h tiso m o rp h e L̈o su n g e n d e s S OMA -W ¨u rfe ls.

Satz 7.2 Es g ib t g e n au 1 1 5 2 0 L̈o su n g e n d e s S OMA -W ¨u rfe ls.

Dab e i g ilt:

D efi nition 7.1 Zwe i L̈o su n g e n S 1 u n d S 2 h e iße n g e n au d an n isomorph, we n n e s e in
P ro d u kt vo n Tran sfo rm atio n e n ( Dre h u n g e n u n d S p ie g e lu n g e n ) d e rart g ib t, d ass S 1

zu m Bild vo n S 2 ko n g ru e n t ist.

Um d ie P o sitio n e in e s e in ze ln e n P o lyo m in o s fi xie re n zu k̈o n n e n , n u m m e rie rt m an d ie
Ein h e itsw¨u rfe l d e s 3 ×3 ×3 -W ¨u rfe l n ac h A b b ild u n g 7 .5 d u rc h , wo b e i d ie m ittle re u n d
d ie u n te rste Eb e n e an alo g zu r De c ke b e n e n u m m e rie rt we rd e n .

Die Be ze ic h n u n g A ( 2 3 , 2 5 , 2 6 , 2 7 ) b e d e u te t, d ass d e r Te il A au s d e n Ein h e itsw¨u rfe ln
m it d e n Nu m m e rn 2 3 , 2 5 , 2 6 , 2 7 b e ste h t. Die W ¨u rfe l 1 , 3 , 7 , 9 , 1 9 , 2 1 , 2 5 u n d 2 7
we rd e n Ec ke n d e s 3 ×3 ×3 -W ¨u rfe ls g e n an n t.

A n g e n o m m e n m an b e sitzt sc h o n e in e L̈o su n g , so kan n m an fo lg e n d e n o twe n d ig e n
Be d in g u n g e n f¨u r d ie P o sitio n e n e in ig e r P o lyo m in o s h e rle ite n .
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A b b ild u n g 7 .5 : Die Nu m m e rie ru n g d e s S OMA -W ¨u rfe ls

L emma 7.1 De r Te il A b e in h alte t 2 Ec ke n d e s 3 ×3 ×3 -W ¨u rfe ls.

Be we is: Es ist klar e rsic h tlic h ,d ass

• je d e s d e r Te ile B, C, E, F u n d G h ¨o c h ste n s 1 Ec ke e n th ¨alt,

• D 0 , 1 o d e r 2 Ec ke n b e in h alte t,

• A 0 o d e r 2 Ec ke n e n th ¨alt.

Da d e r 3 ×3 ×3 -W ¨u rfe l g e n au 8 Ec ke b e sitzt, g ilt d ie Be h au p tu n g .

Je n e r W ¨u rfe l vo n A b zw. B, d e r vo n d re i W ¨u rfe l u m g e b e n ist, wird au c h ze n trale r

W ¨u rfe l vo n A b zw. B g e n an n t.

L emma 7.2 De r ze n trale W ¨u rfe l vo n B b e sitzt e in e u n g e rad e Nu m m e r.

Be we is: Je d e s P aar b e n ac h b arte r W ¨u rfe l im 3 ×3 ×3 -W ¨u rfe l b e sitzt e in e g e rad e u n d

e in e u n g e rad e Nu m m e r. Dam it

• h at je d e s d e r Te ile C, D, E u n d F 2 g e rad e u n d 2 u n g e rad e Nu m m e rn ,

• b e sitzt d e r Te il G 2 g e rad e u n d 1 u n g e rad e o d e r 1 g e rad e u n d 2 u n g e rad e

Nu m m e rn ,

• h at je d e s d e r Te ile A u n d B 3 g e rad e u n d 1 u n g e rad e o d e r 1 g e rad e u n d 3

u n g e rad e Nu m m e rn .

Da d e r 3 ×3 ×3 -W ¨u rfe l g e n au 1 4 u n g e rad e u n d 1 3 g e rad e Nu m m e rn b e sitzt, h at d e r

ze n trale W ¨u rfe l vo n A g e n au d an n e in e g e rad e Nu m m e r, we n n d e r ze n trale W ¨u rfe l

vo n B e in e u n g e rad e Nu m m e r b e sitzt. Da au s Le m m a 7 .1 fo lg t, d ass d e r ze n trale

W ¨u rfe l vo n A e in e g e rad e Nu m m e r h at, g ilt d ie Be h au p tu n g .
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L emma 7.3 Zwe i ve rsc h ie d e n e L̈o su n g e n S 1 u n d S 2, in d e n e n sic h d ie Te ile A u n d

B je we ils an d e rse lb e n P o sitio n b e fi n d e n , sin d n ic h tiso m o rp h .

Be we is: In d ire kt: A n g e n o m m e n e s g ib t Tran sfo rm atio n e n , d ie S 1 in S 2 tran sfo rm ie re n ,
d an n k̈o n n e n d ie se als P ro d u kt h ¨o c h ste n s e in e r S p ie g e lu n g u n d m e h re re r Dre h u n g e n
d arg e ste llt we rd e n . De sh alb kan n sic h A n u r d an n in d e n L̈o su n g e n S 1 u n d S 2 in
d e rse lb e n P o sitio n b e fi n d e n , we n n d as P ro d u kt d ie se r Dre h u n g e n d ie Id e n tiẗat ist. Da
sic h d ie se A rg u m e n tatio n au c h an alo g f¨u r B an we n d e n l̈asst, kan n in d e m P ro d u kt
vo n Tran sfo rm atio n e n ke in e S p ie g e lu n g vo rko m m e n . Dam it ist d as P ro d u kt ab e r d ie
Id e n tiẗat u n d d ie b e id e n L̈o su n g e n S 1 in S 2 stim m e n im W id e rsp ru c h zu r A n n ah m e
¨u b e re in .

BEW EIS FÜR S A TZ 7 .2 :

1 . Je d e d e r 2 4 0 n ic h tiso m o rp h e n L̈o su n g e n d e s S OMA -W ¨u rfe ls kan n e in d e u tig in
ih re No rm alfo rm ( zu m Be isp ie l A ( 1 , 2 , 3 , 1 1 ) u n d B e n th ¨alt ke in e n d e r W ¨u rfe l 3 ,
6 , 9 , 1 2 , 1 5 , 1 8 , 2 1 , 2 4 , 2 7 ) tran sfo rm ie rt we rd e n . A ( 1 , 2 , 3 , 1 1 ) kan n m an alle in
d u rc h Dre h u n g e n e rh alte n . Erf¨u llt B d ie g e ste llte Fo rd e ru n g n ic h t, so sp ie g e lt
m an d ie g e d re h te L̈o su n g an d e r S ym m e trie e b e n e vo n A . Nac h Le m m a 7 .3
ist d as P ro d u kt d ie se r Dre h u n g e n u n d d e r e ve n tu e ll e rfo rd e rlic h e n S p ie g e lu n g
e in d e u tig .

2 . A u sg e h e n d vo n e in e r L̈o su n g d e s W ¨u rfe ls in No rm alfo rm kan n m an d u rc h
Dre h u n g 2 4 ve rsc h ie d e n e L̈o su n g e n e rh alte n . F¨u r je d e d ie se r L̈o su n g e n g ib t e s
d u rc h S p ie g e lu n g zwe i m ¨o g lic h e P o sitio n e n f¨u r B, d as h e ißt in sg e sam t g ib t e s 4 8
ve rsc h ie d e n e L̈o su n g e n . Es ist klar, d ass ke in e zwe i d ie se r L̈o su n g e n d ie g le ic h e
He rle itu n g b e sitze n . Da e s n ac h S atz 7 .1 g e n au 2 4 0 n ic h tiso m o rp h e L¨o su n g e n
d e s S OMA -W ¨u rfe ls g ib t, e rg e b e n sic h in sg e sam t 2 4 0 . 4 8 = 1 1 5 2 0 ve rsc h ie d e n e
L̈o su n g e n .

BEW EIS FÜR S A TZ 7 .1 :

Be i d e n vo ran g e g an g e n e n Üb e rle g u n g e n ist m an d avo n au sg e g an g e n , d ass
A ( 1 , 2 , 3 , 1 1 ) u n d B ke in e n d e r W ¨u rfe l 3 , 6 , 9 , 1 2 , 1 5 , 1 8 , 2 1 , 2 4 , 2 7 e n th ¨alt.
Die zẅo lf m ¨o g lic h e n P o sitio n e n f¨u r B we rd e n in Tab e lle 7 .2 au fg e liste t. Nu n kan n
m an we ite rs b e i je d e r K o m b in atio n vo n A u n d B alle m ¨o g lic h e n P o sitio n e n vo n
C u n d D u n d d e n an d e re n Te ile n b e stim m e n . Die se au fwe n d ig e A rb e it f¨u h rte
H.-H. Larisc h 1 9 7 9 in se in e r Dip lo m arb e it au f fast 1 0 0 S e ite n d u rc h . Das Erg e b n is
f¨u r d ie A n zah l d e r n ic h tiso m o rp h e n L̈o su n g e n b e i je we ilig e r P o sitio n vo n B ist in
Tab e lle 7 .2 an g e g e b e n .
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Nr. P o sitio n vo n B A n zah l d e r L̈o su n g e n

1 4 , 5 , 8 , 1 4 4

2 4 , 7 , 8 , 1 6 5 3

3 4 , 1 3 , 1 4 , 1 6 6

4 4 , 1 0 , 1 3 , 1 4 1 1

5 1 0 , 1 3 , 1 4 , 2 2 4

6 1 3 , 1 4 , 1 6 , 2 2 2

7 8 , 1 4 , 1 6 , 1 7 5

8 1 4 , 1 6 , 1 7 , 2 6 0

9 1 0 , 1 9 , 2 0 , 2 2 9 3

1 0 1 4 , 2 0 , 2 2 , 2 3 3

1 1 1 4 , 2 2 , 2 3 , 2 6 2

1 2 1 6 , 2 2 , 2 5 , 2 6 5 7

2 4 0

Tab e lle 7 .2 : A n zah l d e r n ic h tiso m o rp h e n L̈o su n g e n
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