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”Technology is essential in teaching and learning mathematics, it influences 
the mathematics that is taught and enhances students’ learning.”

(National Council of Teachers of Mathematics/NCTM 2017)

Vorbemerkungen

Mathematische Bildung und Technologie?

”Vidare ska skrivningarna bidra till att förstärka och tydliggöra [... ] i 
undervisningen som en del av den digitala kompetensen, framför allt i 
ämnena matematik [... ] i grundskolan och motsvarande skolformer.”

(Skolverket 2016)

„Es geht auch hier nicht mehr um die Frage, ob digitale Medien bzw. 
Werkzeuge benutzt werden sollen oder nicht, sondern allein um das Wie.“

(Gesellschaft für Didaktik der Mathematik /GDM 2017)
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Beispiele zum Lernen von Mathematik in der Schule 

unter Nutzung digitaler Werkzeuge

Tabellenkalkulations-Systeme Computeralgebra-Systeme

Funktionsplotter Statistische Paket-Systeme 

Dynamische Geometrie-Systeme DRGS
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Dynamische Raumgeometrie-Systeme (DRGS)

Raumszenerie-Paradigma

Konstruktions-Paradigma

Zugmodi-Paradigma

(Schumann 2007; Knapp 2012)

Essentielle Bestandteile (4 Paradigmen)
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Gebrauchstauglichkeits-Paradigma



Hoffnungen:

Unterstützung bei

der aktiven

Auseinandersetzung 

raumgeometrischer 

Inhalte

Interaktivität 
Lernende-
Medium

„Leichterer“ 
Zugang zur 

Raumgeometrie

Dynamische 
Visualisierungs-
möglichkeiten

Lösung raum-
geometrischer 

Aufgaben-
stellungen

…

„Prinzip Hoffnung“?

Wie kann dies konkret 
umgesetzt werden?

Sollen DRGS in Schulen eingesetzt werden?
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Unter-
stützung und 
Schulung des 

Raumvorstellungs
vermögens

-

Erhöhung
der Selbst-

tätigkeit der 
Lernenden

Grenzen und 
Ansprüche 

berücksichtigen



Fokus

• Grafische Benutzeroberfläche (GUI)

• DRGS für das schulische Lehren und Lernen von Mathematik

• Synthetische Raumgeometrie

• 10-18 jährige Lernende 

• Curriculumaffine Anwendungen
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(Sanz 2006)

(Güven & Kosa 2008)

(Hattermann 2011)

(Mackrell 2008)

(Mithalal 2010)

(Salazar 2011)

(Subroto 2011)

(Valloa et al. 2015)

Empirische Studien zu DRGS
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Weltweite empirische Studien



Mangel an

• quantitativen empirischen Studien
• Untersuchungen mit mehr als zwei DRGS
• Lernenden der Sekundarstufe I als Probanden
• allgemein bildenden Schulen im Untersuchungsdesign
• unterschiedlich komplexen Aufgaben

Defizite in der Forschung
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Ein Forschungsprojekt

„Vergleichende Analysen DRGS für die Schule“

Beschränkte Ressourcen der Lehrkräfte:

„Welches DRGS soll ich verwenden?“

Zentrales Ziel:

Finden des DRGS mit dem größten schulischen Potential
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Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS 

Ein Forschungsprojekt – Formative Analysen
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DRGS

Archimedes Geo3D

GeoGebra 5

Cabri 3D

GEUP 3DGeoplan-Geospace

Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS
Identifizierung DRGS aus einer Auswahl an Systemen

Ein Forschungsprojekt
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Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS
Identifizierung DRGS aus einer Auswahl an Systemen
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Funktionalitätsanalyse

Analyse der 527 Einzelkriterien in 15 Hauptkategorien 

Darstellungsfunktionen
Hilfefunktionen
Standardwerkzeuge
Erweiterte Werkzeuge
Räumliche Grund- und Postulatkonstruktionen
Mess- und Berechnungsfunktionen
Ortslinien, Ortsflächen und Rotationskörper

Animationen
Abbildungsfunktionen
Koordinatenschnittstelle 
Aufgabenmodus
Nutzereinfluss
Exportfunktionen
Programmvaria
Sonstige Funktionen

Ein Forschungsprojekt
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Analyse der Funktionalität DRGS

(233 ff.)
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Analyse der Funktionalität DRGS

DRGS

Hauptkategorie

Archimedes 

Geo3D
Cabri 3D GeoGebra 5

Geoplan-

Geospace
GEUP 3D

Programmvaria

Darstellungsoptionen

Hilfefunktionen

Standardwerkzeuge

Erweiterte Werkzeuge

Räumliche Grund- und 

Postulatkonstruktionen

Mess- und Berechnungs-

funktionen

Ortslinien, Ortsflächen und 

Rotationskörper

Animationen

Abbildungsfunktionen

Koordinatenschnittstelle

Aufgabenmodus

Nutzereinfluss

Exportfunktionen

Sonstige Funktionen
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DRGS

Hauptkategorie

Archimedes 

Geo3D
Cabri 3D GeoGebra 5

Geoplan-

Geospace
GEUP 3D

Programmvaria 5 3 1 2 3

Darstellungsoptionen 2 4 1 3 5

Hilfefunktionen 1 3 4 5 2

Standardwerkzeuge 3 1 1 4 5

Erweiterte Werkzeuge 5 3 2 1 4

Räumliche Grund- und 

Postulatkonstruktionen
4 1 3 2 4

Mess- und Berechnungsfunktionen 5 1 1 3 4

Ortslinien, Ortsflächen und 

Rotationskörper
1 4 3 5 2

Animationen 3 2 4 5 1

Abbildungsfunktionen 5 1 4 1 3

Koordinatenschnittstelle 2 5 1 3 4

Aufgabenmodus 2 2 1 2 5

Einflussmöglichkeiten des Nutzers 2 5 1 3 4

Exportfunktionen 3 1 2 3 3

Sonstige Funktionen 2 5 1 2 4

Rangsummen 45 41 30 44 53

Analyse der Funktionalität DRGS
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Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS
Identifizierung DRGS aus einer Auswahl an Systemen
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Funktionalitätsanalyse
Entwicklung und Evaluation eines empirischen 
Untersuchungsdesigns (Instrumentarium, Methodologie etc. )

Ein Forschungsprojekt - Empirie

Quasi-experimentelles Untersuchungsdesign
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Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS
Identifizierung DRGS aus einer Auswahl an Systemen
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Funktionalitätsanalyse
Entwicklung und Evaluation eines empirischen 
Untersuchungsdesigns (Instrumentarium, Methodologie etc.)

Praktische Analysen:
Empirische Evaluation des Untersuchungsdesigns (s.o.)

Ein Forschungsprojekt
D

R
G

S
E

m
p

ir
ie

S
ch

lu
ss

b
e

m
e

rk
u

n
g

e
n

V
o

rb
e

m
e

rk
u

n
g

e
n

Fo
rm

a
ti

v
e

 A
n

a
ly

se
n



Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS
Identifizierung DRGS aus einer Auswahl an Systemen
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Funktionalitätsanalyse
Entwicklung und Evaluation eines empirischen 
Untersuchungsdesigns (Instrumentarium, Methodologie etc.)

Praktische Analysen:
Empirische Evaluation des Untersuchungsdesigns (s.o.)
Empirische Studien zur Identifizierung DRGS
aus einer Auswahl an Systemen

Ein Forschungsprojekt
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(61-70)

Meilensteine:

Theoretische Analysen:
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Identifizierung DRGS
Identifizierung DRGS aus einer Auswahl an Systemen
Entwicklung eines Kriterienkataloges zur Funktionalitätsanalyse
Entwicklung und Evaluation eines empirischen 
Untersuchungsdesigns (Instrumentarium, Methodologie etc.)

Praktische Analysen:
Empirische Evaluation des Untersuchungsdesigns (s.o.)
Empirische Studien zur Identifizierung DRGS
aus einer Auswahl an Systemen
Empirische Studien zur Analyse des didaktischen, 
schulpraktischen Potentials der DRGS

Ein Forschungsprojekt
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Quantitative empirische Studie 1

12.2014 – 04.2015

5 unterschiedliche Schulklassen allgemein bildender Realschulen
aus Baden-Württemberg

Intervenierende Variable
(Brickenkamp (2002); Horn (1969); Quaiser-Pohl et. al. (i.p.); Vandenberg & Kuse (1978))

Kovarianzanalyse
(Howell (2009); Kirk (1982); Montgomery (2012 ))

Beschränkungen
(z.B. einfache Konstruktionsaufgabe)
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Studie 1 („Würfel“): Ergebnisse I
D

R
G

S
E

m
p

ir
ie

S
ch

lu
ss

b
e

m
e

rk
u

n
g

e
n

V
o

rb
e

m
e

rk
u

n
g

e
n

Fo
rm

a
ti

v
e

 A
n

a
ly

se
n



Studie 1 („Würfel“): Ergebnisse II
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Alle Probanden erreichten mehr als 35% der Maximalpunktzahl.

In allen untersuchten DRGS zeigten die (adjustierten) Mittelwerte
mindestens 71% der Maximalpunktzahl.

Es wurden keine signifikanten
geschlechtsspezifischen Unterschiede gefunden.

„Cabri 3D“ und „GEUP 3D“ zeigten - außer in den Modalwerten -
immer die höchsten (signifikanten adjustierten) Mittelwerte.

Studie 1 („Würfel“): Ergebnisse III
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Quantitative empirische Studie 2

02.2015 – 04.2015

5 unterschiedliche Schulklassen allgemein bildender Realschulen
aus Baden-Württemberg

Intervenierende Variable
(Brickenkamp (2002); Horn (1969); Quaiser-Pohl et. al. (i.p.); Vandenberg & Kuse (1978))

Kovarianzanalyse
(Howell (2009); Kirk (1982); Montgomery (2012 ))

Beschränkungen
(z.B. komplexere
Konstruktionsaufgabe)
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Studie 2 („Oktaeder“): Ergebnisse I
D
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Studie 2 („Oktaeder“): Ergebnisse II
D
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Studie 2 („Oktaeder“): Ergebnisse III

Alle Probanden erreichten mehr als 17 % der Maximalpunktzahl.

In allen untersuchten DRGS zeigten die (adjustierten) Mittelwerte
mindestens 29 % der Maximalpunktzahl.

Es wurden signifikante
geschlechtsspezifische Unterschiede gefunden.

„Cabri 3D“ und „GEUP 3D“ zeigten fast immer die höchsten 
(signifikanten adjustierten) Mittelwerte.
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Schlussbemerkungen – Ein Fazit

Empirische 
Studie II: 
„Oktaeder“

Empirische 
Studie I: „Würfel“ 

Funktionalität:
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Schlussbemerkungen

Es existieren statistische (signifikante)
Mittelwertsunterschiede zwischen DRGS.

GeoGebra 5 ist ein sehr gutes DRGS und unterstützt
das Lehren und Lernen von Mathematik.

ABER: Cabri 3D und GEUP 3D zeigen höhere Lern-
effekte beim Konstruieren einer einfachen
und komplexeren Konstruktionsaufgabe.

DRGS können das Lehren und Lernen raumgeometrischer 
Konstruktionen unterstützen und bereichern.D
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Das raumgeometrische Konstruieren im virtuellen
Raum mit DRGS führt schnell zu ersten Erfolgen.



Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!

olafknapp@gmx.de

www.olafknapp.de
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