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1. Das apollonische Berührungsproblem 
 
Gegeben sind drei beliebige Kreise 
 
Gesucht sind alle Kreise, die die gegebenen Kreise berühren 
  

                         
  Im Allgemeinen gibt es 8 verschiedene Berührkreise 
                                 
                                            

                    



Methoden zur Konstruktion der Berührkreise: 
- mit Zirkel und Lineal (Gergonne) [2] 
- Inversion am Kreis [6] 
- zyklographische Methode [4] 
- Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems (GPS) [3] 

 
 

2. Das descartessche Problem 
 

- Gegeben sind drei sich gegenseitig von außen berührende Kreise 
 
- Gesucht sind die Kreise, die die gegebenen Kreise berühren 
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Krümmung:  ki = 1/ri   mit i = 1,2,3  bzw. k =1/r     ,      k = [ ] 5.121
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Die Krümmung  kann positiv oder negativ sein. 
 
Gerade:   r = ∞     und   k = 0  
 
                          2·(k2

1 + k2
2 + k2

3 + k2) = (k1 + k2 + k3 +k)2  . 
 
Diese algebraische Gleichung  wird descartessches Kreistheorem genannt. Descartes erwähnt 
dieses Theorem erstmals 1643 in einem Brief an die Prinzessin Elisabeth von Böhmen in der 
Form:  
                                              ddeeff   =      2deffxx + 2deeffx 
                                           + ddeexx      + 2deefxx + 2ddeffx 
                                           +ddffxx        + 2ddefxx + 2ddeefx 
 
                                           mit d = r1 , e = r2 , f = r3  und x = r 



                               

 

                                     
       



                                               

  
                     

 
 
 
                                       



3. Vom 2-dimensionalen zum 3-dimensionalen 
Problem 

 
 

      

 

 



 

 

   
                

 
                     rraAO +== 1  ,   rrbBO +== 2  ,  rrcCO +== 3    
                     21 rrsAB +==  , 32 rrpBC +==  , 13 rrqAC +==  



4. Vom Tetraedervolumen zum Kreistheorem von 
Descartes 

 
Das Volumen eines Tetraeders mit den Kanten a, b, c, p, q und s   
kann mit der Cayley-Menger-Formel [1,5]berechnet werden: 
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Mit den Kantenlängen: a = r + r1 , b = r + r2 , c = r + r3 , p = r2 + r3 ,    
 q = r1 + r3 , s = r1 + r 2 erhält man die Determinante: 
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Das Softwaresystem MATHEMATICA liefert für |M| den Ausdruck: 
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Wird der Radius r nun so gewählt, dass die Kugelmittelpunkte A, B, C 
und O in einer Ebene liegen, dann ist das Tetraedervolumen V = 0 und 
folglich auch die Determinante: |M|=0. Aus obiger Gleichung  folgt 
dann nach Division mit 32 das descartessche Kreistheorem. 
 

Die Gleichung |M| = 0 
Mit Hilfe der Determinantengesetze wird die Gleichung |M| = 0 
umgeformt bzw. vereinfacht: 

1. Addition eines Vielfachen der Elemente einer Reihe (Zeile oder 
Spalte) zu einer parallelen Reihe ändert den Wert der 
Determinante nicht. 

2. Multiplikation einer Determinante mit einem Faktor k kann 
durch Multiplikation einer beliebigen Reihe mit dem Faktor k 
ausgeführt werden. 
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Mit Hilfe der Determinantengesetze kann die Gleichung (3) auf 
folgende Form gebracht werden:  
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Setzt man noch  
i

i r
k 1
=  bzw. 

r
k 1
=   (für die Krümmung) so folgt: 
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                 Für die Krümmungen k1, k2, k3 und k gilt die nachstehende  
                 Multiplikationstafel: 
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                Die Summe aller Matrixelemente ist gleich null. 



                   

                               

Addition von    k1
2  +  k2

2  + k3
2  + k2 auf beiden Seiten von (7) ergibt 

das descartessche Kreistheorem: 
                            
                                . 2·( k1

2  + k1
2  + k3

2 + k2 ) = (k1 + k1 + k3  + k2)2
          (9)       

 

                      

Der Schritt von (8) nach (9) erfolgt nach dem Schema: 
                                   a2 + b2 + x2  =  2·a·b +  2·a·x  + 2·b·x 

                                   a2 + b2 + x2  =    a2 + b2 + x2     
                               ------------------------------------------------ 
   2·(a2 + b2 + x2)  =  a2 + b2 + x2 + 2·a·b  + 2·a·x + 2·b·x =  (a + b +x)2      
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