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Basis Σ0 mit Ankerpunkten 𝑀𝑖 = (𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 , 𝐶𝑖)
𝑇

Plattform Σ mit Ankerpunkten 𝑚𝑖 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖)
𝑇

Aufbau einer Stewart-Gough Plattform

mi
′ = ai

′, bi
′, ci

′ = 𝐑𝑚𝑖 + 𝒕

ℎ𝑖: 𝑎𝑖
′ − 𝐴𝑖

2 + 𝑏𝑖
′ − 𝐵𝑖

2 + 𝑐𝑖
′ − 𝐶𝑖

2 − 𝑑𝑖
2 = 0



Motivation 1 - Vorwärtskinematik

ℎ𝑖: 𝑎𝑖
′ − 𝐴𝑖

2 + 𝑏𝑖
′ − 𝐵𝑖

2 + 𝑐𝑖
′ − 𝐶𝑖

2 − 𝑑𝑖
2 = 0

Study-Parameter einer Schraubung

𝑞0: 𝑞1: 𝑞2: 𝑞3:  𝑞0:  𝑞1:  𝑞2:  𝑞3

Study-Quadrik

𝑞0  𝑞0 + 𝑞1  𝑞1 + 𝑞2  𝑞2 + 𝑞3  𝑞3 = 0

Normierungsbedingung

𝑞0
2 + 𝑞1

2+𝑞2
2 + 𝑞3

2 = 1



Motivation 1 - Vorwärtskinematik

ℎ𝑖: 𝑎𝑖
′ − 𝐴𝑖

2 + 𝑏𝑖
′ − 𝐵𝑖

2 + 𝑐𝑖
′ − 𝐶𝑖

2 − 𝑑𝑖
2 = 0

𝐌 =

1 1
a1 a2

1 1
a3 a4

1 1
a5 a6

b1 b2
A1 A2

b3 b4
A3 A4

b5 b6
A5 A6

B1 B2 B3 B4 B5 B6

ℎ𝑖 − ℎ𝑗 linear in  𝑞0, … ,  𝑞3

Linearkombination 𝜆1ℎ1 +⋯+ 𝜆6ℎ6,

welche unabhängig von  𝑞0, … ,  𝑞3 sind 



Motivation 2 - Singularitätsfläche

Jacobi-Matrix der SGP

J = det(𝐉) = 0

Plückerkoordinaten der  Manipulatorbeine

 𝒍𝑖 = (𝑚𝑖
′ −𝑀𝑖 , 𝑀𝑖 × 𝒍𝑖

Satz: Eine nicht architektonisch singuläre SGP besitzt

eine nicht kubische Singularitätsfläche, genau

dann wenn rg(a,b,c,A,B,C) < 4 gilt; genauer wenn

ein affiner Zusammenhang zwischen Basis und

Plattform besteht oder rg(M)=4.



Vorbereitungen für rg(M)=4

Satz : SGPen, welche nicht architektonsich singulär

sind, besitzen zugehörige Ankerpunktstripel (Mi,

Mj, Mk) und (mi, mj, mk), sodass diese nicht

degenerierte Dreiecke bilden.

Satz : Werden die Punkte in Basis oder Plattform, einer 

nicht architektonisch singulären SGP, regulären 

Affinitäten unterzogen, ändert sich der Rang 

der Matrix M nicht.



Vorbereitungen für rg(M)=4

𝐌 =

1 1
0 1

1 1
0 a4

1 1
a5 a6

0 0
0 1

1 b4
0 A4

b5 b6
A5 A6

0 0 1 B4 B5 B6

neue, vereinfachte Matrix M,

auf Grund der vorhergegangenen Sätze



Bedingungen für rg(M)=4

𝐴4 =
𝐴6𝐵4 − 𝐴6𝑏4 − 𝐵4𝑎6 + 𝐵6𝑎4 − 𝑎4𝑏6 + 𝑎6𝑏4

𝐵6 − 𝑏6

𝐴5 =
𝐴6𝐵5 − 𝐴6𝑏5 − 𝐵5𝑎6 + 𝐵6𝑎5 − 𝑎5𝑏6 + 𝑎6𝑏5

𝐵6 − 𝑏6
𝐵6 ≠ 𝑏6

𝐵6 = 𝑏6

𝐴4 =
𝐴5𝐵4 − 𝐴5𝑏4 − 𝐵4𝑎5 + 𝐵5𝑎4 − 𝑎4𝑏5 + 𝑎5𝑏4

𝐵5 − 𝑏5
𝐴6 = 𝑎6
𝐵5 ≠ 𝑏5

𝐵6 = 𝑏6
𝐵5 = 𝑏5
𝐵4 = 𝑏4



Bedingungen für rg(M)=4

𝒎 =

1 0 𝑎4 𝑎5 𝑎6
0
1

1 𝑏4
0 𝐴4

𝑏5 𝑏6
𝐴5 𝐴6

0 1 𝐵4 𝐵5 𝐵6

𝒎_ =

1 0 0
0 1 0
1 0 𝐴4 − 𝑎4
0 1 𝐵4 − 𝑏4

0
0

𝐴5 − 𝑎5
𝐵5 − 𝑏5

0
0

𝐴6 − 𝑎6
𝐵6 − 𝑏6

(Ai - ai) : (Bi - bi) = (Aj - aj) : (Bj - bj)



Geometrische Interpretation für rg(M)=4

Satz : Für ebene SGPen gilt:

rg(M)=4 gilt genau dann, wenn eine reguläre
Affinität α von Basis- auf Plattformebene existiert,

sodass alle sechs Ankerpunktspaare auf

gleichen Geraden eines Parallelenbüschels
liegen, also jede Gerade [α(Mi),mi], mit i =1,…,6,

inzitiert mit dem Fernpunkt des

Parallelenbüschels.

(Ai - ai) : (Bi - bi) = (Aj - aj) : (Bj - bj)



Folgerung 1 - Vorwärtskinematik

Im Allgemeinen ist das Problem der Vorwärtskinematik

mit Gleichungen von Grad 4, 4 und 8 in den

Eulerparametern 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 lösbar.

Bei ebenen SGP vereinfacht sich das Problem auf

Gleichungen vom Grad 2, 4 und 8.

Bei zusätzlich rg(M)=4 verringern sich die Grade der

Gleichungen auf 2, 2, und 8.



Folgerung 2 - Singularitätsfläche

Bei ebenen SGP mit rg(M)=4 ist die

Singularitätsfläche in den Paramatern des

dreidimensionalen Translationsraumes stets

eine Quadrik.





Danke für Ihre Aufmerksamkeit !


