Robert Muller

Forderung der Geometrie im und durch den Mathematikunterricht

Sieht man sich die Entwicklung der Lehrpldne und Stundentafeln der letzten Jahr(zehnt)e an,
so wird man wohl eine kontinuierliche Entgeometrisierung feststellen miissen. Auch wenn
man sich umschaut, was Kolleginnen und Kollegen unter Zeitnot in ihrem Mathematik-
Unterricht streichen — immerhin hat der Unterricht ja allen moglichen in so genannten Unter-
richtsprinzipien verankerten Zwecken zu dienen — so rangiert hier, jedenfalls nach meiner
Erfahrung, Geometrie (nach Stochastik) an prominentester Stelle. Klar — denn offenbar ist
Geometrie weit unwichtiger als das Losen komplizierter Bruchgleichungen und das Differen-
zieren komplexer Ausdriicke!

Diese bewusst zum Widerspruch reizende Feststellung fiihrt uns zum Kern dieses Vortrags:
Was ist eigentlich Geometrie, was will und soll Unterricht in Geometrie bewirken und wie
kann man dies insbesondere im und durch den Mathematikunterricht verwirklichen. Dabei
kann und will der Vortrag keine abschlieBende Antwort geben, sondern anhand eines bunten
StrauBes von Beispielen die Problematik aufzeigen und paradigmatisch konkrete Umset-
zungsversuche in unseren Lehrbiichern liefern.

Bleiben wir zunichst beim Begriff ,,Geometrie®. In der Tradition der Schule ist Geometrie
zundchst einmal als Gegensatz zur Arithmetik zu verstehen — eine wie ich glaube nicht unklu-
ge begriffliche Trennung. Hier das bildhaft-ganzheitliche, qualitative und parallele Wahrneh-
men, Darstellen und Verarbeiten von Information, dort das sprachlich-teilheitliche, quantitati-
ve und sequentielle Darstellen, Wahrnehmen und Verarbeiten. Frei nach WITTGENSTEIN:
,»Die Grenzen unserer bildlichen Wahrnehmung und Sprache sind die Grenzen unser Welt*

Eine vom leider viel zu friih verstorbenen Prof. Reichel gerne gemachte Ubung, um diese
Problematik auch bewusst zu machen, war die, ein ,,Bild*“ wie das folgende mit ,,Worten*
oder auch mit ,,Formeln® beschreiben zu lassen.

Beim ,,Geisterhaus® mag dies via unserer (in der Umgangs- oder Fachsprache vereinbarten)
Begriffe recht gut gelingen, beim ,,abstrakten Kunstwerk® daneben wohl nur unzureichend.
Der erkenntnistheoretische Unterschied zwischen einerseits dem geometrischen und anderer-
seits dem arithmetisch-sprachlichen Zugang zu unser Welt ist wohl uniibersehbar. Geometrie
ist eben — das sei hier den heimischen Plagiatéren angelsdchsischer Schulkultur ins Stamm-
buch geschrieben — viel mehr als bloB eines unter den vielen Kapiteln und Unterkapiteln in-
nerhalb (des curriculums) der ,,Mathematik®, es ist ein Grundkonzept unseres Denkvermo-
gens schlechthin, wie es ja auch die moderne Gehirnforschung belegt. Insofern kann uns der



auf der Homepage der ADG wiedergegebene Ausspruch von Josef KRAMES, ehemals Pro-
fessor an der 1. Lehrkanzel fiir DG an der TU Wien, nicht iiberraschen:

,, Unbestreitbare Tatsache ist, dass ein Grofiteil unserer Kultur nur unter Mitwirkung geomet-
rischen Gedankenguts zustande gekommen ist. Die Geometrie war in der Tat zu allen Zeiten
eine hervorragende Schule des Geistes, ein wunderbares Ordnungsprinzip und ein gesunder
Ndhrboden fiir schopferische Gedanken. *

Zu erginzen bleibt, dass diese Meinung nur etwas feststellte, was Tradition hat(te). So zéhlte
man seit Alters her Geometrie neben Rhetorik, Grammatik, Perspektive, Musik, Theologie,
Philosophie, Arithmetik, Astrologie (womit Astronomie und nicht deren moderne Afterwis-
senschaft gemeint war) sowie Dialektik zu den 10 freien Kiinsten, wobei Perspektive und Ast-
rologie auch viel mit Geometrie (im weiteren Sinn) zu tun hat. Eine pikante, nichtsdestoweni-
ger geometrische Bemerkung am Rande sei gestattet: Diese 10 freien Kiinste wurden als mehr
oder weniger nackte Damen (Die Kiinste sind allesamt ,,weiblich“!) in Form eines Hochreliefs
am Grabmal von Papst Sixtus IV (1471-1484) in Alt-St. Peter in Rom dargestellt, wobei eine
der Damen ,,ihre Geometrie* vollig nackt zur Schau stellt. Sie diirfen raten, welche! Die
Theologie!

Geometrie ist also mehr als das Anfertigen und Lesen von Zeichnungen von Objekten (,,Dar-
stellende Geometrie®), ist mehr als die ,,axiomatisch-konstruktive Geometrie® angelséchsi-
scher Pragung und mehr als die KLEIN’sche ,,Invariantentheorie gewisser Abbildungsgrup-
pen®. Insofern kann meines Erachtens die Forderung von Geometrie im Mathematikunterricht
nicht allein im Add-On einiger zusitzlicher Kapitel aus der bunten Welt der Geometrie beste-
hen, etwa der Wiedereinfiihrung der Geometrie auf der Kugel (ich hatte das — damals aller-
dings noch nicht so empfundene — Gliick dieses reizvolle und ergiebige Kapitel schon in der
Schule kennen zu lernen), sondern in der steten Besinnung auf Geometrie als Grundkonzept
unseres Denkens.

Was also kann man konkret tun?

Meine Antwort als lang gedienter Lehrer und darauf aufbauend als Lehrbuchautor haben Sie
vielleicht schon der Posterausstellung und den dort aufliegenden Exemplaren unserer Ober-
stufenreihe entnehmen konnen. (Die 8. Klasse steht unmittelbar vor Drucklegung und fehlt
daher, nicht aber die darin enthaltenen Exkurse.)

Hier also mein Antwortversuch, der in drei Appellen an die Schiilerinnen und Schiiler besteht:

1. Offne deine Augen fiir die Geometrie — sie ist allgegenwirtig, doch wir sind in
unserer digitalisierten (also arithmetisierten) Welt dafiir oft blind!

2. Niitze geometrische Methoden, Werkzeuge und Uberlegungen zum Erkenntnis-
gewinn (das ist mehr als nur das Visualisieren)!

3. Lerne zwischen dem ,geometrischen® und dem ,arithmetischen“ Modell-
(denken) hin und her zu wechseln!

Gestatten Sie, diese meine Grundintentionen nun an einem bunten Straull von Bildern zu ver-
deutlichen und mit einigen konkreten Anregungen und Beispielen zu wiirzen:

Zu Appell 1 zeige ich einige Fotos von meiner letzten Reise — was beweisen soll, dass ich
selbst mich auch an den Appell halte und man ersichtlich nicht lange nach geometrisch Ergie-
bigen — vom é&sthetisch Schonen iiber das technisch Niitzliche bis zum intellektuell Heraus-
fordernden — suchen muss:



Licht sammeln und zerstreuen

Beweglich und starr




,Aus“-halt und ,,In““-halt

Formgebung(szwénge)

Geometrische Muster

Chaos und Ordnung




Baukastenprinzip

Modelle zum ,,Begreifen‘ (reale Modelle)




Uberlistung unseres ratiomorphen Apparates

Is The Book Looking Towards You... Or Away
From You? .

Now here's a deal send this to atleast six
people and a really cool optical illusion

will pop up in ur screen in the next 2 minutes
"Bn telling gou it is worth it"

Physiologisch nicht-nachpriifbare Sinnestduschungen

Count the black dots! 20)

Nachpriifbare Sinnestduschungen

Appell 2 ergibt sich unmittelbar aus der Notwendigkeit des Nachpriifens solcher Sinnestéu-
schungen mittels geeigneter Instrumente, hier etwa mit einem gewohnlichen Zirkel und einem
Paar von Linealen (etwa auch in Form eines Parallelenlineals).



Werkzeuge

Auch Programme sind Werkzeuge

A | B | [ | D Rechtsbindig| | F | G | H | | J

B Etl'pt Gespenst:

2 1
—-— L
=
4 |x-Achse Kirper Auge links  Auge rechts Mase hund
[ 5 | 1 3 35
B | 2 ] 30
I Fi— 25 =
9 | 15 25 18 12 * e

10 5 a0 15 e L
1 55 25 18 12| 10
az] ] 20 5

13 7 24 i . . r T —_—
14 8 12 0 2 4 5 8 10
5] E] 0

16

A | 8 [ ¢ [ o [ E | F [ & [ H | [ [ J

| 1 obvethpt_Gespenst:

2 1

[ 3]

| 4 |x-Achse Kirper Auge links  Auge rechts |Mase hlund

| 5] 1] 3| _ . . 35

| 6 | 2 5 a0

|7 3 24 i A

[ 8 | 4 20 . ™\ 77\

9 45 25 158 12 A A

|10 5 30 | 15] 13 '° =

11 55 % 16 12] '©

12| B 20 5

13 7 24 0 . r : . —
| 14| 8| 12| 0 2 4 5 & 10
15 | ] i
|16 |




Geometrie ausschlieBlich mit Zirkel und
Lineal ist daher keine, die allein ,histo-
risch® legitimiert werden kann; Sie ist
vielmehr einerseits eine intellektuelle
Selbstfesselung und Disziplinierung (die
wie im Sport zu Hochstleistungen in der
jeweiligen Disziplin fiihrt), andererseits
eine (durch die Beschrinkung auf quadra-
tische Gleichungen) aus der ,,Arithmetik*
stammende Einengung. Mit andern Wor-
ten: Die Beschrinkung stammt aus der
Modellwechsel-Problematik, wie ich sie
im Appell 3 als zentrales Anliegen ange-
sprochen habe.

So sollten wir zB beim Arbeiten mit Winkeln (wo ja schon das Halbieren mit dem Zirkel heu-
te am Rande des vom Lehrplan erlaubten steht) nicht die (jedenfalls in meinem Unterricht
immer wieder von vifen Kindern gestellte) Frage nach der Dreiteilung eines Winkels mit der
Antwort ,,Das geht nicht* (korrekter: ,,Das geht im Allgemeinen nicht exakt®) wie storendes
Unkraut im sorgfaltig bestellten Feld des Unterrichts sofort ausreillen, sondern dieser schonen
Knospe eine Chance zum Erblithen geben, auch wenn dies meist nur auBlerhalb des eigentli-
chen Unterrichts gelingt. Sagen wir doch dem interessierten Kind, dass seine Frage eine ge-
scheite und hochst interessante
ist (auch wenn es damit nicht
mehr berithmt werden kann, weil
es eben um mehr als zweitausend
Jahre zu spiat kommt), und dass
es dazu im Lehrbuch oder mit
jeder guten Suchmaschine im
Internet vieles Interessante fin-
den konne — hier aber leider
meist viel zu vieles und auch
vollig  Unzutreffendes:  Die
Suchmaschine  Google liefert
etwa zum Suchbegriff ,,Winkel-
dreiteilung* 221 ,, Treffer*.

Genau deswegen darf ein Lehrbuch nicht bloB ein Schuliibungsheft in gedruckter Form sein —
auch wenn die ministeriellen Vorgaben einer bloen ,,Grundausstattung® den Lehrbuchauto-
ren die Umsetzung dieses ihres Anliegens nicht gerade leicht machen. Genau deswegen gibt
es jedenfalls in den Biichern, wo ich als Hauptautor titig bin, Vorschauen, Riick- und Ausbli-
cke sowie Exkurse, die das Interesse der Schiilerinnen und Schiiler wecken und auch teilweise
zu befriedigen suchen. Lassen Sie mich dieses Anliegen und die Umsetzung der obigen drei
Appelle an einem mehr an thematischen Schwerpunkten denn der Chronologie orientierten
Streifzug durch diese Exkurse konkret erldutern.

Zunachst: Das Punktmodell wird wie selbstverstandlich in der Geometrie verwendet (obwohl
es eigentlich iiber n-tupel ein arithmetisches Modell ist) — trotz allerlei Problemen, wie dem
»exakten Halbieren* eines Quadrates lings einer Diagonalen (zu welcher Halfte gehdrt dann
der Mittelpunkt?) oder der Tatsache, dass jedes Teilintervall der Zahlengeraden ,,gleich viel*
Punkte hat wie die Zahlengerade selbst. Solche Fragen thematisiert der Exkurs ,,Merkwiirdi-
ges von unendlichen Mengen® in der 5. Klasse (und bewusst wieder aufgreifend der Exkurs
»dtufen im Unendlichen® in der 6. Klasse):
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Beispiel zweier Strecken AB und
CD, die wir uns als Mengen von
Punkten (,,Punktmengen®) vor-
stellen (Fig. 2a). Besitzt die er-
~ sichtlich langere Strecke CD mehr
- Punkte als die Strecke AB?

Fig. 2b Fig. 2¢
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" Wenn du Fig. 2b betrachtest,
l‘erst du sagen, die Strecke CD
besteht aus mehr Punkten. Denn
‘man kann in der in der Figur an-

: . gegebenen Weise jedem Punkt der
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einen Schabernack vor
sie die Riickennummer:
nur gerade Zahlen stch
Als sie sich auf ein Kor
Petrus daher plotzlicl
Zahlen eins, zwel, dre
Zahlen zwei, vier. seck
Umdrehen nicht mehr
Zahlen wurden, miissel
»genau gleich viele*

rade natiirliche Zahle
eine echte Teilmenge d

Diesen Sachverhalt kon
Weise weiterspinnen. L
einer ungeraden Zahl

auch sagen, dass die M
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zahlen begmnen kénnte. Die Abzahlbarkeit er-
kennt man, wenn man die ganzen Zahlen ge-
schickt anordnet. Hast du eine Idee?
Eine solche Reihenfolge ist etwa die Folgende:
{0; -1; 1; -2; 2; -3; 3; ...}. Erldutere!

Gib eine andere geeignete Reihenfolge an! Wie
viele solche Reihenfolgen gibt es?

Selbst die Menge @ der rationalen (dh. durch
Briiche darstellbaren) Zahlen ist abz@hlbar. Hier
eine geeignete Reihenfolge fiir
das Abzihlen zu finden, ist
gar nicht einfach. Fig. 3 zeigt
die linke obere Ecke ecines
sunendlich groBien® Zahlen-
schemas, das in diagonalen
wochlangenlinien® abgezahlt
werden kann.

Setze die Tabelle fort! Uber-

Fig. 3 Cantormatrix lege, ob so ,letztendlich*
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Georg CANTOR

Du siehst: Die Mathematik
und Sprechweisen entwicke
wie die obigen ausdriicken
hier auch ganz natiirlich, ¢
lichen umgangssprachliche
nur an endlichen Menger
Man braucht eine eigene
thematik*; sie ist die Fort
chen Sprache dort, wo d
Ausdrucksvielfalt, Klarheitd
ten kann. _l;l

Mit dem Problem, das ,,Unendliche* (geometrisch wie arithmetisch) in den Griff zu bekom-
men, beschéftigt sich auch und besonders der Exkurs ,,Geradenwegs ins Unendliche*:
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Beim Untersuchen, wann ein li-  glauben. Sieist dasebene (zweidimensionale) 45-
neares Gleichungssystem mit 2 bildeiner riiumlichen (besser: von uns dreidimen-
Gleichungen und 2 Variablen un-  sional erlebten)  Wirklichkeit®.
lésbar ist, haben wir uns auf einen  In diesem Sinn kenn die Mathematik fiir zwei
geometrisch offensichtlichen Tat-  parallele Geraden gy und gy einen Schnittpunkt
bestand berufen: zwei zueinander  als existent annehmen, wobei dieser Punkt je-
parallele Geraden besitzen keinen  doch unendlich weit entfernt liegt und man ihn
Schnittpunkt! daher als Fernpunkt F hezeichnet. Alle zu g;
Ist dies wirklich offensichtlich? (und damit auch gy;) parallelen Geraden gehen
durch diesen Fernpunkt. Mit anderen Worten:
Alle Geraden, die die gleiche Steigung k haben,
besitzen den gleichen Fernpunkt F. Umgekehrt
gehoren zu einem Fernpunkt unendlich viele
Geraden, die untereinander parallel sind, kurz:
eine Schar paralleler Geraden. Formal ausge-
driickt besteht also zwischen den Fernpunkten
und den Geraden eine
Zuordnung folgender Form: E‘~= g.
TN - ” |
o[ 27w |=|0 ] 1 vonz | [m]] 1602 x2z0mm | E 12
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Die Losung ist ein gleichermafien einfacher wie
genialer Trick! Wir schreiben die Koordinaten
der Punkte wie folgt:

Gﬁ) (n%‘nf)’( 1‘{ ) """ (ﬂﬂnl‘nom)

((],[}[}[}1 {].Ofl(ll) Tt ((],ﬂ'[}ﬂﬂ(ll O,(]Dﬂ[}f}l)’ o

Jeder Punkt wird nun statt durch zwei Zahlen
durch drei Zahlen festgelegt — die beiden Zihler
und den gemeinsamen Nenner — die man (in An-
lehnung an die iibliche Schreibweise) der Reihe
nach in der Form (112/1), (11210,5), (11210,1), .
(11210,001), (112 D_ODU]) 3 (1I20000001)
tieren konnte. (Verwechsle dies nicht mit Raum—
koordinaten — wir bewegen uns in der gewohnten
zweidimensionalen Zeichenebene!)

Indem der Nenner immer kleiner werdend gegen
null strebt, wachsen die Werte der Briiche
Jiiber alle Maflen”, streben also gegen unend-
lich. Mit anderen Worten: Solange die dritte
Zahl (= Nenner) ungleich null ist, erhalten wir
einen vom Ursprung endlich weit entfernten
Punkt der Geraden; ist der Nenner null, so er-
halten wir einen unendlich weit vom Ursprung
entfernten Punkt der Geraden, also deren
Fernpunkt F. Der Fernpunkt der Geraden

v = 2x hat daher die ,,Koordmaten (11210).

1602 x 230 mm | [
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Dennoch gibt es ein Problem. Erstellt man das
obige Bild mit einem Fischauge-Objektiv, so
scheinen die Gleise zwei Schnittpunkte zu ha-
ben (Fig. 3). Und daran ist nicht allein die op-
tische Verzerrung schuld! Denn gemifi Fig. 2
kann man ein Geradenpaar nach rechts oben
ins Unendliche® verfolgen, genauso gut aber
auch nach links unten. Besitzt daher jede Ge-
rade zwei Fernpunkte?

Die Antwort wird dich iiberraschen. Das kén-
nen wir halten, wie wir es wollen. Ublicherweise
identifiziert man diese heiden Punkte. Mit an-
deren Worten: Verfolgt man die Gerade nach
links unten, so gelangt man zum gleichen
Punkt, wie wenn man der Gerade nach rechts
oben gefolgt wire. Dass diese Vorstellung Sinn
macht, wollen wir an einem Gedanken-
experiment zeigen.

Denken wir uns die Zeichenebene zu einem
Drehzylinder mit unendlich groflem Radius zu-
sammengerollt, gerade so, dass der ,linke“
Fernpunkt und der ,rechte® Fernpunkt aufein-
ander zu liegen kommen. Eine Gerade wird so
zu einer (iiber das Unendliche) geschlossenen
Kurve. Wegen des unendlich grofien Radiils ist
die Kritmmung des Zylinders fiir uns ]edoch

nicht merkbar — wir zeichnen weiterhi
vmd. . mera dlini o mhiria et TR

¥

Letztlich spielt dieses Problem auch in den Exkurs ,,Die gar nicht trivialen Begriffe ,Flachen-

%¢¢

inhalt’ und ,Rauminhalt



|8 ]

Aciobat Reader - [Exkurs-Kap2.pdi]
@Qatai Bearbeiten Dokument Anzeige Fenster  Hife

Nes|BOAE«Cr «» DO @

aschende Antwort ist: ja. Am hinteren
hlag kannst du ihn sehen — jedenfalls
ster Annaherung. Genan genommen ist es
ich ein Korper, den wir gar nicht mehr

. Dieses Gebilde heifit nach seinem Erfinder,
1 osterreichischen  Mathematiker  Karl
LENGER (1902-1985), MENGER-Schwamm.
e jeder Schwamm hat dieser Korper | Locher®,
¢ auf folgende Art entstehen. Ausgehend von
nem Wiirfel der Seitenlinge a wird in einem
sten Schritt das ,mittlere Kreuz“ entfernt, dh.
an denkt sich den Wiirfel in 27 kongruente
eilwiirfel der Seitenlinge a/3 zerlegt und ent-
dernt die ,mittleren® 7 Teilwiirfel. Jeden der
@ibrighleibenden 20 Teilwiirfel behandelt man in
einem zweiten Schritt in analoger Weise, sodass
' 'tere 20 x 7 Teilwiirfel der Seitenlinge a/9
ernt werden. In einem dritten Schritt werden
erbleibenden 20 x 20 Wiirfelchen in analoger
se durchléchert. usw.

enkt man sich diesen Prozess bis in alle Ewig-
eit fortgesetzt, so entsteht ein Korper, der die

co .
K IEEE R [
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171.1 % 240.9 mm
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Die gar nicht trivialen Begriffe |
=
yhittlere  Qua-
drat”. Jedes der &
verbleibenden
Quadrate behan-
delt man in einem
zweiten Schritt in
analoger Weise,
sodass weitere §
Quadrate der Sei-
tenlinge a/9 ent-
fernt werden. In Fig. 1
einem dritten Schritt werden die verbleibenden
8 x 8 Quadrate in analoger Weise durchlichert,
usw. Denkt man sich den Prozess wieder bis in
alle Ewigkeit fortgesetzt, so entsteht ein Gebilde,
das als SIERPINSKI-Teppich bezeichnet wird.
Den Fldcheninhalt (Materialverbrauch) A dieses
Teppichs erhilt man als Grenzwert wie folgt:
Ko 2 ay2 ] a2 2 a2 _
= (5) -8 (5) - (3) -
2 1 8 8V
—a? (1_3 L ) =aZ. (1_1 E) — o2l =
9 1-% 91 =4 ol
»

und in den Dimensionsbegriff hinein, der schon vor den obigen Uberlegungen zu Fraktalen in
der 5. Klasse unter ,,Gibt es eine eindimensionale Geometrie*

Acrobat Reader - [RM5-12.PDF] == E

@Qatai Bearbeiten Dokument Anzeige Fenster  Hife =151
Nes B O E 4y as DOE &

2 T L IITC ¥V OLIIT IO SICIT ﬂ

| nur nach vorne sicher =

&en, da er nur dort sieht,
iach hinten muss er sich vorsich-

einer flachen (ebenen) Erde
einer gekriimmten ,,Erdkugel”
dem bertthmter

ERATHOSTENE
zu messen, ist b
auf (oder gemé
theorie in) einer
che leben. Es ist
— auch wenn dies
ligioser Verblenc
hunderte spater g
dem  Scheiterhs
wurde.

Analoge Uberlegt
Wurmwissenscha
festzustellen, ob
raden oder gekrii

.
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Phantasterei? Wir leben doch in einer drei-
dimensionalen Welt!

Wir tun dies — aber tun dies auch wieder nicht!
Du bist schon mit Aufziigen gefahren. Der Auf-
zugsschacht ist cine eindimensionale
~Schlauch“-Innenwelt endlicher Lange, die Ka-
bine entspricht einem Wurm (wobei dieser
arme Wurm ein Finsiedlerdasein fristen muss).
Die Schwerkraft wird entlang dieser Welt (so
wie in unserer dreidimensionalen Welt) als

beifahren* maglich? Uberlege! =
Waggons sind 1.A. apolar, sie haben keine b
vorzugte Vorder- oder Riickseite. Siejel
chen den  Wurm-Kindern. T
egarnituren hingegen sind oft polar
rerstand ist nur auf einer Seite ein
entsprechen den erwachsenen
obigen Uberlegungen zur ,,_Br
Wiirmer entsprechen Probleme
Prinzip tagtiglich beim Rangieren

gleichfarmig erlebt.

Du bist schon mit der Hochschaubah
— und hast dich damit einer (im Pr
dimensionalen

frodl Faapn [Tvntapochiod iy Aaafoaae
[z =]l vz »I>|i| 1602 <20 mm | .| <i

Fig. 3: Mdbiusschleife

»Schlauch*-AuBlenwelt

menstellen von Ziigen unter Beriicksi
der Gleistopologie und der Lange de
Wagen gelist werden miissen. Losg
Praxis (Fig. 4) sind solche )
auch als Denksportanfgaben

n gefahren
inzip) ein-
anver-
hondalt o

und in der 6. Klasse unter dem Titel ,,Ausflug in die vierte Dimension* thematisiert wird:
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geachtet aber (rechmerisch und — kann. Eine dieser Moglichkeiten

graphisch) durchfithren kfnnen
wir die Verschiebung des 3-di-
mensionalen Kubus um seine Sei-
tenlinge in der zum Tragerraum
des Wiirfels orthogonalen Rich-
tung.

So wie Fig. 2¢ das 2-dimensionale
JFoto®  eines 3-dimensionalen
Wiirfels ist, so ist Fig. 2d das 2-
dimensionale ,Foto* eines 4-di-
mensionalen Wiirfels. Auch wenn
daraus die ,,Hyper-Réumlichkeit”
schwer erfahrbar ist, so bietet das

Foto doch eine Menge Infor- Kultur und unseres kulturellem
mation. So kann man darin direkt ~ Fortschritts!
Fig. 2a Fig. 2b Fig. 2¢
¥
33 Y F
N
z z

hat der berithmte Maler Salvator
DALI in seinem Gemiilde ,,Chris
tus Hyperkubus® (1954)
dargestellt. Dieses Zu-
sammentreffen zwischen
Mathematik und Kunst ist
kein einzelnes und kein "
zufilliges. Mathematik ist
nicht blof} . Rechnen®.
Wie die Kunst ist Mathems
kreativ, innovativ und voll
tasie und damit ein wesent,
und unverzichtbarer Teil unsers

o[ 27w |=lEE] zvenz [P [eoaxzomn | EL1]

Die Frage nach der ,,Realitit* solcher (ungewohnter, aber denkmdglicher) Welten wird im
Exkurs ,,Leben wir in einer Vollwelt oder in einer Hohlwelt* gestellt:
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in der Hohlwelt Tag und Nacht — ganz so wie

in der Vollwelt.

Fig. 5, wie auch fiir einen Bewohner

der Hohlwelt die Mastbpltze vor dem S(‘,lllffb-

Natiirlich hat man sich aber auch mit ,,unserer Welt* in gewohnter Weise auseinander zu set-
zen, etwa in Hinblick auf ihre Gestalt (Exkurs ,,Landvermessung einst und jetzt*)

Acrobat Reader - [RM6-02.PDF]
ﬂ Datei Bearbeiten  Dolkument Anzelge Fenster  Hilfz

M
=181 %]

nes|E

0D O[E| &

TICOU UL IIICOIT IIIIIIICL

schon mit Kon-
trollmessungen
gesorgt. Viel-
mehr waren
es systema-
tische und
unsyste-
matische
Fehler.

schiedener Berucksichtigung der Abplattung)
zur systematischen Korrektur der Messer-
gebnisse als Bezugsfliache fiir die Langen- und
Breitengrade von Punkten auf der Erde ver-
wendet. In Osterreich verwendete man das von
dem bedeutenden Astronom und Mathematiker

. W. BESSEL 1841 entworfene BESSEL-EI-
llp‘a()ld Der zugehorige Trlanouhe—
rungs-Hauptpunkt ist die Habs- 4
burgwarte auf dem Her- » *3
mannskogel in Wien mit _}i
der 1892 bestimmten °
geographischen  Breite
48°16°15,29" und der
geographischen  Lange
33757 41 06" osth(‘h von

i - "
-7 zﬂ _

B

=
] zoos =[] 1 vonz [R[M[ienzxzmnem |E[4]
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Landvermessung cinst |-

Beim klassischen Vermessen (vgl. Kap. 2.9) Ein Grund war und ist zB der, dass Visierlinien
werden Distanzen und Winkel im  lokalen®  beim Durchlaufen wvon (aufgrund unter-
Bereich gemessen und mittels der Trigonome-  schiedlicher Hohe und Temperatur) verschieden
trie fehlende (weil nicht direkt messbare) Dis- dicht gelagerten Luftschichten geringfiigig

tanzen und Winkel berechnet. Auf diesem  ,verbogen® werden (Fig. 1 unten).
Prinzip aufbauend iiberzog man — ausgehend

von moglichst genau gemessenen Basisstrecken Horizont

— das Land mit einem Gitter von Dreiecken,

deren Ecken durch mehr oder weniger auffillige £

Signalpunkte markiert wurden. Mit anderen e

Worten: Ausgehend von lokalen Messungen
(Basisstrecken) schuf man ein regionales oder
sogar ilberregionales Netz von Bezugspunkten,
von denen aus man (bei Bedarf) lokale Ver-
messungen durch ,Verdichtungen der Ma-
schenweite vornehmen konnte. Auf diese Art
wurde in der 2. Hilfte des 19. Jh. fiir das Gebiet
der Osterreich-Ungarischen Monarchie ein Netz
is 6. Orduung geschaffen. Mit noch anderen
Worten: Man schuf eine Art
Koordinatensystem.

R'=6R. .. Radius der Lichtkurve

Im Zuge des technischen Fort- et
-y . schritts  wurden die Mess- ]
[ [ zi7ss =00 4] 1 venze hml B0,z xza0mm | @4 ]

oder mit speziellen Phanomen auf ihr (Exkurs: ,, Mathematik der Uberschwemmungen® in der
8. Klasse):
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Fig. 1 Wasserfiihrung des Kamp wurdelj
'/ sec vom 7. bis 17. August 2002 bauten
viel M
Solche‘ _
nem fi
wohl w
genieul
bewalt
; schwie;
e e
-~ &%ﬂ ?ZEM Bei s
3
Z 8 9 10 11 12 13 1 15 16 17 Donamn
schnitt
Die Mathematik kommt aber noch in vielerlei an-  spricht
derer Hinsicht ins Spiel. Betrachten wir dazu die — wird d:
oy 1EEP‘%]%%5“ ;n_,lqm die BFAN ale Batrai iihem(j;l
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ermitteln. Dabei wird die Zeit x in Tagen und die
Wassermenge y in 100 Mill. m”* = 10® m” gemessen.
Die Rechnung iiberlasst man — wie in der Praxis iib-
lich — dem Computer, hier dem TI-92 (Fig. 2):

4.2% 3.22 2.21

g% g3 g2 gl i
4-8% 382 281 1 @
o4 B !
R i G P

Fig. 2

Aus der Funktionsgleichung kann man nun mittels
der Differential- und Integralrechnung einige wich-
tige Fragen beantworten, etwa: Wie schnell steigt
der Wasserspiegel und wann wird er eine bestimmte
(kritische) Hohe erreicht haben? Demgeméif wird
man Schutzmafinahmen treffen.

A 2303 Iﬂ W] 1 Evena | >I|| 17112409 mm_| [ | 1

Zu unserer Welt gehort auch die ,,Welt des Mammons*

58. 13333353
3
3
58, 133333333354

|

®-,4.%x2 43,2 x+32p0G)

Fig. 3

Der Scheitelpunkt von p liefert mit seiner (auf m’
pro Sekunde umgerechneten) y-Koordinate fiir die
maximale Wasserfithrung der gekappten ,Spitze”
der Flutwelle knapp 11 000 m® pro Sekunde gegen-
iiber den knapp 14 000 m” der ungekappten.

Becken fusllen

Becken leeren

Hormalpegel

x|
z|

RAD AUTD
e

o

minister (5. Klasse) wird unserer Einkommensteuersystem (auch geometrisch) behandelt,

7

Fig. 4 L'LI

. Im Exkurs ,,Wie rechnet der Finanz-
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TARIFSTUFEN ab 2000:
Einkommen Prozentsiitze
bis 500005 0%
iber 50.000S bis 100.0005 21%
(ber 100.0005 bis 3000005 31%
(ber 300.0005 bis 7000005 41%
liber 700.000 5 509%
> BEISPIEL: =

Das steuerpflichtige Jahreseinkommen
2001 betrigt 290.000 S. Davon fallen
' 50.000 S in die erste Tarifstufe zu 0%,

50.000 S in die zweite Tarifstufe zu 21%
(10.500 5) und die restlichen 120,000 S in
Gese\\s die dritte Tarifstufe zu 31% (58.900 §).

nS*L‘ @O0 - Tarifsteuer ohne Absetzbetrage daher
0“59“ Nﬁ“‘ et ® 69.4005.
E-.mt\ de.;u\‘\% 190\\\“\

0

K B! “G%UDI‘JIOP Erklarung richtet sich
; z\e‘““g \Je‘\(aﬂl en , Normalbiirger”, nicht an
F\nan c\'\\\.\ﬂg‘ U emﬁh%tenerrecht besonders aus-
\,e\-pa g{abildofe Menschen.

“ae‘ ﬁgs; du das System und das Bei-

e

3
neu U ??\I verstanden?
:.. 6 Jenn nicht, so solltest du unbe-
::> dingt.weiterlesen — denn auch du
%/’ einmal Steuerzahler sein

issen)!

A zi7ee [=|| 04 4) 1venz AL 1602 % 230 mm A

bis zu einem Jahreseinkommen von 1 Mill. S.

1 Fex [ 15 FE- 1 FE™
r I-E Zoam | Trate Eegraph st by (Cr-an |+

T

Fig. 1

Allerdings kann man daraus nicht unmittelbar
die Héhe der Steuer in Schilling ablesen, son-
dern muss sie gemafl dem obigen Beispiel stu-
fenweise berechnen. Was wir uns wiinschen, ist
eine Funktion, die jedem Jahreseinkommen x
wnmittelbar die zu entrichtende Steuer y in S
zuordnet. Fig. 2 zeigt den Graphen dieser
Funktion (1 Teilstrich steht fiir 100 000 S).

DEG AUTD

Fig. 2
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im Exkurs ,,Futures&Optionen* (6. Klasse) wie und wann man die zu versteuernden Gewinne
erst einmal lukriert

Acrobat Reader - [RM6-09.PDF] == E
@ Datei _Eearbeiten Dg_kument Anzeige  Fenster H_ilfa _|E'|_1|

Moo E ORI T K e DO &

(griine / rote Kurve) seinen Gewinn bzw. Ver-
lust in Abhéangigkeit vom Kurs. Erlautere!

Ladl, LIISsatsZ U JIVIAQCEIIICID €Iy
len). Ein grofler Erfolg in Form tj
BLACK & SCHOLES-Gleichung
tung von Optionen fithrte 1997 z
fiir Wirtschaft — fir Mathemat

| Gewinn/Veriust Fig. 3 -
|\ Gewinnbersichtp| GevinnbereichLC gendbelprelsl
m_-
151
10}
95 105 Kurs
o | @
51—, <
-10 g 4 i o :‘Q"_-l s - - = lgoo ot
Vedu;berda‘:LP

Vertystberech LE0000

A so0% u M| 4] 2vonz »|>||| 160.2 » 230 mm E |<|

— besser: glaubt lukrieren zu konnen (Exkurs ,,(Be-)Triigerische Mathematik — Bedenkens-
wertes und Kurioses zum ,lockeren’ Umgang mit Statistik*) —

Ay by
A
i
|
£ N
; i
///\\\ // \\
i o / N
< N i \
100 100 o/ !
: X
0 1 Fig. 1 g Fig. 2
Ay by
200 f
00
X
J—L— 150 o
0 ! Fig. 3 ! 4 Fig. 4




bis hin zu den katastrophalen Folgen unreflektierter Borsenglaubigkeit (Exkurs: ,,Borsencrash

—ein Versagen der Mathematik?*).
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kauft den ,Leittieren folgend* (in der Hoffnung) 7 — '

auf méglichst grofie Gewinne bzw. méglichst

kleine Verluste. Dass dieses Verhalten (gespeist Generator

durch Insiderwissen) von Grofiaktiondren gezielt g :

dazu verwendet wird, um Kurse nach oben oder e

unten zu driicken, ist eine Tatsache. Hier zu mo-

ralisieren hat wenig Sinn! Wer will nicht (mog- e Fig. 2a

lichst viel) gewinnen? Vielmehr gilte es (inter-) ./ Zaif

nationale Spielregeln geeignet(er) festzulegen nnd S

(bessere) Werkzeuge zur Marktstabilisierung zur desGenerafors

Verfiigung zu stellen. Schon existente Mafinahmen oy

sind die Strafandrohung fiir Insidertrading, Stiit- o

zungskiufe von Notenbanken (zur Festigung des

Wechselkurses zwischen verschiedenen Wiihr- ~ Fig. 2b

ungen) oder das (voritbergehende) Aussetzen des

Handels an der Borse (um der Panik eine Ab-

kithlungspause zu gonnen). , 7

Zu den Mafinahmen gehort 2 q ) o

insbesondere  auch  die / B

Grundlagenforschung iiber //" :

das Verhalten dynamischer Piig. 2

Systeme (wie sie zB Kurs-

entwicklungen an der Borse

darstellen). Berithmt wurde

hier in den 80er Jahren des

vorigen Jahrhunderts der

franzisische Mathematiker

René THOM (1923-2002)

mit seiner Katastrophen- 22

theorie. =
W[ zvas w7 v [P w0 s om | EL]E 12
Der ,,Generator* der Kurve flihrt zur Frage, ,,Wie Kurven wirklich erzeugt werden®, zu
T Datei Beabeiten Dokumert Anzeige Fenster Hife =18l =]
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gedreht. Damit hat sich auch die Strecke MoX um
M, durch ay weitergedreht. Diese Aussage be-
zieht sich aber auf das Gangsystem! Bezogen auf
das Rastsystem hat sich die Strecke M,X durch
den Winkel o) + o5 weitergedreht! Begriinde!

JL)( X
oy N
oy \\
G
bi _ -
(il A A3 X
M § A7 ] Fig. 3

Das Berechnen der Koordinaten x und y von X

ist nur noch eine Anwendung von Sinus und

Cosinus:

x=(r; +15) - cos oy +s-cos (0 + o)

v = (ry + 1) - sin oy + s - sin (o + o)

sist dabei die orientierte Linge der Strecke M2X.
D[ zmon =] H4] zvenz | FM][TenE = 230 mom

Daraus kann man auch ohne Zeichnung er-
kennen — Begriinde! — dass bei fnnenab'mﬂun'
eines Kreises in einem doppelt so grofien Kreis
nicht mehr eine nierenférmige Kurve entsteht,
sondern eine Strecke!l Ja, du liest richtig: M
kann mit geeigneten kreisformigen Bewegunge
exakt geradlinige Bewegungen erzeugen! Hét-
test du gedacht, dass es einen ,Zirkel* zum
Zeichnen von Strecken gibt? .

Ja noch mehr: Dass es ,,Zirkel* zum Zeichnet;_!_;
von Ellipsen, Hyperbeln und vielen andere
Kurven gibt? -:'

Wolltest du immer schon einem dir lieben (1
mathematisch gebildeten) Menschen etw
wHerziges* schreiben? Schreib ihm einen ,ma-
thematischen Liebeshrief*! Schreib ihm (Fig. 4);

»Mein ganzes

x =23 cost

y=3 sint+ 3 - |cos t|
gehdrt nur Dir.©

Fig. 4
LY 4 1 i 11 fa

H



Radlinien und Freiformkurven (,,Von Fadengrafiken zu BEZIER-Kurven®) in der 7. Klasse
und zur
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dt dt =
dy  d(2t —2t?) G
R =3

Auf die gesuchte Steigung kommen wir iiber die s
folgende (durch die Kettenregel und das Rech-
nen mit Differentialen gedeckte) Umformung

dx dt dx & T2
Man sieht: Die obige Vermutung war richtig!

Insgesamt ergeben sich folgende Aussagen:

1. Die einhiillende Kurve ist eine ganz be-
sondere Kurve, nidmlich eine Parabel.

2. Die Hiillkurve beriihrt das Polygon ABC in  kann, ist man (insbesondere ar
seinen Endpunkten A und C. stellen“) doch nicht geniigend flex

3. Der Berithrpunkt T,, jeder Beriihrstrecke
T,T,, teilt diese im gleichen Verhiltnis wie
die Punkte T, und T}, ihrerseits die Seiten a
und b des Polygons ABC teilen.

2 EETE A (1 K IR N I | e e W = A o

Es ist das Verdienst von Pierre Bl
CASTELJAU, dies erkannt und
Fadengrafik rekursiv auf Kontrol
n Kontrollpunkten verallgemeiliflj

Abstraktion in Richtung (rein) topologischer Darstellungen, wie sie in ,,U-Bahn-Pldnen* oder
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Fig. 2 zeigt den U-Bahn und S-Bahn Plan von  Wie soll man diesen Diens?ﬂ
Berlin. Die V‘Vahl des kiirzesten ~\;‘V-EEges ist ein in Anspruch genommen v

tengiins
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bei ,.kreuzungsfreien* Schaltplanen (Exkurs: ,,Von Elektronen- und Photonenrechnern®)
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verwendeten elektrom:
VOLLADDIERER che die ,,Schaltarbeit®
Konrad ZUSE schuf 19

’—E—I; 73, den ersten voll
T grammgesteuerten Rec
i

21——ox

Osterreicher Robert v

2 Summe Ab Mitte der 40er-Jahr-
4

,—@—‘ ! Der heute iibliche Begr
Fehler in der Hardware

_gy

L
v

0 ter(programm)s rithrt vo
Uberfra
4@ 4 Relais eingeklemmt wur

untiichtig machte.

ol

verwendet werden, und letztlich hin zu den typischen graphentheoretischen Darstellungen.
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Wir haben uns in diesem Kapitel
uch mit der Losung von Auf-
ben beschiftigt, in denen nach
lem Extremwert (Mazimum oder
Minimum) einer GroBe (Ziel-
lgréfe) unter gewissen  ein-
chrankenden Bedingungen ge-
ot wurde. Dabei haben wir uns
[ Aufgaben beschriinkt, bei de-
en die ZielgroBle z von zwei Va-
wiablen x und y linear abhingt,
und wo auch die einschrinkenden
3edingungen in Form linearer
Ungleichungen dargestellt werden
nnen. Das Losen solcher Auf-
en heifit lineares Optimieren,
olischen linear programing.
e Optimierung ist eine sehr
Disziplin in der Mathema-

Als ihr Beeriinder gilt der
[T 15 rn =M

i
[ soos |

7
des vergangenen Jahrhunderts, als man mog-
lichst kurze und billige Wege fiir Tankwagen
finden wollte, die in gewissen regelmafigen Ab-
stdnden samtliche Tankstellen des Landes be-
liefern mussten. Wie sollten die Lieferfirmen
ihre Wege und Zeiten anlegen?




Die hier ins Spiel kommenden Optimierungsprobleme sind oft von ,,geometrischer Natur —
wie das im folgenden Exkurs (7. Klasse) behandelte:
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Hier handelt es sich natiirlich nicht um eine An-
frage in morderischer Absicht, auch wenn es um
eine Erbschaft geht. Vielmehr geht es um ein Pro-
blem. wie es sich haufig in modernen Wohnungen
mit ihren schmalen Tiiren und Géingen und nied-
rigen Raumhohen stellt: Schaffen wir es, den
wunderschonen alten Kasten, den uns Onkel
Walter hinterliel, auf konventionellem Weg an
den gewiinschten Platz in der Wohnung zu trans-
portieren. Das wollen wir wissen, bevor wir den
Kasten vier Stockwerke hinauf getragen haben
und irgendwo stecken bleiben. Die rechtzeitige
Antwort darauf kann die Mathematik liefern!

Im vorliegenden Fall hat der (im Wesentlichen)
quaderformige KKasten die folgenden Abmessun-
gen: Breite (= Kastentiefe) b = 0,75 m, Linge
(= Kastenbreite) | = 2,25 m, Héhe h = 1,95 m.
@[ 250w | =] S] 1 vone [ ]#][TE0.2 x 230 mm

Bringen wir ihn um die Ecke?

boden (= Rastsystem), welche durch das Glei-
ten der Endpunkte A und B der Strecke AB an
zweli FuBlbodenkanten zwangsgefithrt wird
(Fig. 2). Die Strecke CD hiillt dabei eine Kurve
ein, die ersichtlich die Mauerecke bei P nicht
schneiden darf. Erliutere!

1 FZr [ F=2 Fi FEv [_FEY [FF
- E Zoom|Trace|Regr-aph|Math|Dr-auw |+
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Und weil Vererben immer etwas AbschlieBendes an sich hat, will auch ich hier schlief3en.
Vererben wir den uns anvertrauten Schiilerinnen und Schiilern ein wenig von unserer eigenen
Begeisterung fiir Geometrie — insbesondere auch und im Mathematikunterricht. Lehren wir
sie ,,Sehen®. Ich wiinsche Thnen dabei gutes Gelingen und mir, dass ich mit diesem Vortrag
zum Gelingen ein wenig beitragen konnte!
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