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Infinitesimale Konstruktionen

Yon .
Peter HART, Innsbruck

Die Mathematik verwendet zur Losung diverser Aufgaben Folgen und Reihen. Dieser Beitrag versucht in

Analogie zur Mathematik bei gewissen geometrischen Problemen die Hilfe von geometrischen Konstruk-
tionsfolgen anzubieten.

Aus den iiblichen geometrischen Konstruktionsformen seien zwei hervorgehoben, weil sie hier eine
besondere Rolle spielen werden.
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Abb.1: Streckensymmetrale Abb.2: Winkelsymmetrale
Zu beobachten ist: ‘
In Abb. 1 wird AB halbiert. In Abb. 2 wird AB und AB halbiert.

Als Beispiel 1 soll eine bekannte geometrische Konstruktionsfolge filr die Einheitsstrecke AB betrachtet
werden,

Abb.3 zeigt: C, = Mittelpunkt des Punktepaares (A,B); Schreibung: C, = Mi(A,B).
Weiters.C, = Mi(C),B), C; = Mi(C,,B), C, = Mi(C;,B), .....
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Im arithmetischen Sinn ist die erste Folge eine geometrische. Die zweite Folge ist keine geometrische, aber jedes
Glied ist eine geometrische Reihe die bei n — o in eine unendliche geometrische Reihe iibergeht.

Folgendes 148t sich feststellen:

1. Arithmetisch gesehen ist jede der beiden Folgen konvergent und fuhrt zu theoretisch exak-
ten Werten.

2. Die Zahl der konstruierbaren Folgenglieder ist begrenzt durch die mégliche Zeichengenau-
igkeit.

Liegt das letzte konstrujerbare Folgenglied innerhalb des Bereiches der méglichen Zeichen-
genavigkeit, dann werde das Ergebnis als praktisch exakt bezeichnet.
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Als Beispiel 2 werde unter Zugrundelegung der Einheitsstrecke AB sowie M = Mi(A,B) gemB Abb. 4 eine
Punkifolge C;(ielN) konstruiert nach der Vorschrift C, = Mi(M,B), C,;= Mi(C,,A), C; = Mi(C,,B), C, =
Mi(C;,A),...Anscheinend hédufen sich dann die Punkte C,, C;, Cs, C,, -- zwischen M und B. '
)
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Es interessiert daher die Folge der Absténde a, = C,B, a,=C,B, a,=C(B,....a,=C,, ,B.
Fir sie soll nachfolgend iiber vollstéindige Induktion die Streckenldnge a,, ermittclt werden:
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Das , letzte” Folgenglied ist eine geometrische Reihe mit q £ 1 ; es gilt: lima, =— -——l—= 5
Fiir dic Folge der von H- 4
B aus gemessenen Streckena = C, B Z—— ergibt sich damit das
i=]
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Ergebnis lima, = =, d.h. BC, = — .
n-m ,_) J
In Abb 4 fuhrt damit die Konstruktion der Punkte C;, C;, C5  aufeine Teilung von AB im Verhiltnis 2 : 1.
\ Gemill Abb.2 ist das vorgefiihrte, mit Halbierungskonstruktionen arbeitende
C‘C WM Prinzip der Streckendrittelung auch auf Winkel anwendbar und licfert damit eine
: 1 (allerdings nicht den Erwartungen der antiken Geometer entsprechende) L6sung des
Cs Voicil 3 klassischen Problems der Winkeldrittelung.- Aus heutiger Sicht stellt sich die Frage,
C \ bei welchem Konstruktionsschritt die praktische Exaktheit erreicht wird (Abb.5).
‘ Das Folgeglied as hat den Wert 0,333007813. Nach 5 Folgengliedern liegt
bb. 5 B demnach das Ergebnis bereits im Bereich der moglichen Zeichengenauigkeit.
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Beispiel 3: Ausgegangen werde von cinem durch die Punkte D, E bereits in 3 gleiche Teile (Abb.6) geteilten
Kreisbogen ;:B, also von einer Dreitcilung des zugehtrigen Zentriwinkels <AZB. Ein beliebiger Innenpunkt

des Bogens AD werde als Startpunkt  C, fur eine Punktfolge C(ieN) gewihlt, fur dic dic folgende
Konstruktionsvorschrift gelte (Abb.7):

CZ = Mi(BI)CI)! C3 = MI(A:CZ)’ ‘C4 = MI(B’ C3)’ M
Um arithmetisch arbeiten zu kénnen, werde der Bogen

AB rektifiziert, seine Bildstrecke AB  als
Einheitsstrecke gewiahlt und der als Punktmenge

aufgefafte Bogen AB ldngentreu auf AB abgebildet.
Damit kann jedem Bogenstick die Linge seiner
Bildstrecke zugeordnet werden. In diesem Sinne gilt

dann AB =1, AD = EB=1, AE=DB=2. Dabei
Abb.6 Abb.7 entsteht die nachstehende Abstandsfoloe

C D, C E, C D, C E, |
deren Entwicklung die folgende Ubersicht zeigt, wobei d = C D die Abwexchung des Punktes C,, vom — -
Teilungspunkt D bedeutet. 3

Abstinde gemessen von Abweichungen
Teilungspunkte C; ieN A aus B aus von D bzw. E
—~ l — —
C,€ AD beliebig, AC, = g‘d - BC.=5+d CD =
aber C,#A,D J,l
2
. L~ d 1 d ~ o~ o~
C2=M1(B,Cl) AC2= - - <« Bcz = =T = a] C1E=BC1-EB =
3 2 3 2 .
11
, 2
. -~ 1 d > 2 d ~ o~ o~
C3=M1(A’Cz) AC3= :—— —_> BCJ = :‘+—' C;D=AD-AC3=
3 4 3 4
11
2
~ 2 d -~ 1 d ~
=Mi(B, C;) AC4= == «— BC4 = :+— = az C E=BC4 EB =
3 8 3 8
11

[N

Hno

oo | o



L1
2
. = 1 d -~ 2 d ~ ~ ~ 4
Cs=Mi(A,C ACi= == — - = —+— = - = —
s = Mi(A,Cy) ARY: BCs = 3+7% C,D = AD-AC; 6
11
2
Ce=Mi(BCy) « Be, =2+ = a C.E=BCrEB =3
6 w~s) e 6 3" 32 3 ¢ = C? EB=-3—2-
. Induktionsannahme: .
e - ] d _ - d
CZn_ Mi(B, C_72n~l) BCZn'-=-3-+ 22,,_1 = a, CInE = 5201
. . 1 d e .
Die Vermutung, daB gilt a,,, =—+—— , bestitigen folgende Zeilen:
3 22n+l
) ~ 2 d -~ 1 d ~ d
C2n=M](Ba CZn-l) ACZn =A"§_ 22,1_] <« Bc2n=—§+ 22n-l = a, CZnE = 22,,_]
L1
2
g ~ 1 d -~ 2 d — -~ d
Conn = Mi(A, C ) ACyp= 5_ 2. 22n—1 I BC2n+l=§‘+—2_2T CanlD =AD - AC; 4= E;'
J 1
2
o ~ 1, d ~ o o
CZn*Z - I\4I(A7 C2n+l) BC2n+2 _§.+W= F A C2n¢ZE=BC2n+2'EB=22n”
D h = l+-—d— -l d biger V i
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Wie die Herleitung zeigt,streben die Abweichungen der Punkte C,
von den Drittelteilungspunkten D, E gegen null. Der wesentliche
Unterschied gegeniiber Beispiel 2 liegt darin, da3 man statt des
Startpunktes M = Mi(A,B) bereits mit einem in der Nihe des
Drittelteilungspunktes D gelegenen Startpunkt C; beginnen und so
die Anzahl der fur die erforderliche Genauigkeit erforderlichen
Konstruktionschritte (Abb.8) beeinflussen kann.

Wie die folgenden Beispiele zeigen sollen, ist die auf
Grenziibergiinge ausgerichtete Konstruktionsmethode keineswegs auf
B Abb.8 reine Teilungsaufgaben beschrinkt.

Beispiel 4

Abb.9 zeigt 3 auf konzentrischen Kreisen mit den Radien ry, r, = 2r), r; = 4r, liegende Kreisbogen by, b,, b;.
Da ihre zugehorigen Zentriwinkel der Reihe nach mit a, < ,% gewihlt wurden, haben sie alle dieselbe
Bogenlinge, d.h. es ist by = by = b;. Mit zunehmendem Radius nimmt die Krimmung der Kreisbgen ab.
Wiinschenswert wire eine gegen null konvergierende Kriimmung, da diese auf die Bogenrektifikation fithren

wilrde.
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Da das dabei eintretende Divergieren von r in der Konstruktionsfolge der Abb. 9 nicht bewdltigt werden kann,
mub diese nachfolgend umgeformt werden.

Ausgegangen werde (Abb. 10) vom Bogenstiick b, = A’:C, eines Kreises k; (Mittelpunkt B,, Radius r,) mit
Zentriwinkel o =24 AB,C, <180° und Sehne s, = AC,. Fithrt man die Winkelhalbierende

w; von o (= Sfreckensymmetrale von R,) ein, dann gilt

a) der Bogen b, liegt zwischen s, und n,

b) As;n =% wegen s;1w; und nLAB, (Normalwinkel).
Ziel des nichsten Schrittes ist es, bei gleichbleibender Bogenlinge die Bogenkriimmung zu reduzieren.
Abweichend von Abb.9 werde nun in Abb.11 der Bogenendpunkt A samt Bogentangente n festgehalten und

von 'k, zu einem Kreis k, (Mittelpunkt B,, Radius r, = 2 r,) iibergegangen. Wegen des AuBenwinkels o des
gleichschenkligen Dreiecks C,B,B, gilt

AAB,C, =% ,also B,Cllw, und B,C,Lls,. Fihrt man die Winkelhalbierende s, von Xs;n=<
ein und schneidet sie mit B,C, in einem Punkte C,, dann liest man aus dem Dreieck AC,C, ab, daB

AC,C,A=90°- & ist.

Aus diesem Winkel und 4B,AC, = 90° - ¢ folgt, daB das Dreieck C,AB, gleichschenklig, also

B,A =B,C, ist. C, liegt daher auf dem Kreis k,. Da beim Ubergang vom Bogen b, zum Bogen b, = A'EZ2
der Kreisradius verdoppelt, der Zentriwinkel aber halbiert wurde, besitzen b, und b, dieselbe Bogenlédnge b.
Wesentlich fur den Ubergang von b, zub, ist, daB die Ermittlung des Punktes C, ohne Verwendung des
Kreismittelpunktes B, gelingt. Man hat nimlich nur die im Punkt C, errichtete Normale zu AC; mit der
Winkelhalbierenden s, von Zs;n zu schneiden, um C, zu gewinnen (Abb.12).
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Der Bogen b, -dessen Entstehung auch durch ein Abrollen von k; mit b, auf k, erklirt werden kénnte - wird
dabei nicht bendtigt. In analoger Weise 148t sich in der Konstruktionsfolge der nichste Punkt C; (Abb.13) als
Schnittpunkt der in C, errichteten Normalen zu s, mit der Winkelhalbierenden von s, und n konstruieren.
Es ergibt sich damit ein Verfahren, mit dem sich sehr einfach weitere Glieder der Konstruktionsfolge ermitteln
lassen.
Fiir n — o streben in der Konstruktionsfolge

1) die Kreisradien r, gegen oo,

2) die Zentriwinkel 2% gegen 0,

3) die Kriimmungen der Kreisbgen A’EZ,, gegen 0,
und damit 4) die Bégen b, gegen ihre Rektifikation b. Aus 4) folgt

5), daB3 auch die Sehnenldngen s, gegen b konvergieren.



Wie Abb.13 zeigt, 148t sich die theoretisch als b = limb, ~festgelegte Bogenlinge b der Kreisbdgen b,
n— o

bereits nach wenigen Konstruktionsschritten mit praktisch ausreichender Genauigkeit gewinnen. Mit einem
derartigen Abbruch der Konstruktionsfolge wird diese zu einem Naherungsverfahren fiir die Rektifikation von
Kreisbégen, das als Gegenstiick zu der seit Jahrhunderten gebriuchlichen graphischen Bogenrektifikation
gesehen werden. kann, die von manchen Autoren als Konstruktion von W. SNELLIUS (1621) bezeichnet, von
anderen aber N. CUSANUS (1450) zugeschrieben wird.

Als Anwendungsbeispiel zeigt Abb.14 die niherungs-
weise Rektifikation eines Einheitshalbkreises, bzw. mit
anderen Worten , eine graphische Darstellung von = bei
gegebener Einheitsstrecke.

Abb. 14 vermittelt den Eindruck, daf sich nach etwa 8
Konstruktionsschritten keine iiber die Zeichengenauig-
keit hinausgehenden Anderungen des Resultats mehr

erreichen lassen. Dies bestitigt auch die rechnerische
Ermittlung der zu den
Sehnen gehorigen Sehnenlingen
S 2,0000,
S, 2.8284,
S3 3,0614,
S4 3,1214,
Ss 3,1365,
S 3,1403 ,
_Abb.14 51 3,1412,
Sg 3,1415,
1 i Sg 3,1415.
-

In der Praxis spielt natiirlich bei der Konstruktionsgenauigkeit die Maf3stabswahl - mit anderen Worten, die
Grofie des gewihlten Halbkreises - eine wesentliche Rolle. Fir einen mit 100 mm gewihlten Kreisradius wilrde
sich sz mit 314,15 mm ergeben. Bei einer mit + 0,1 mm zu veranschlagenden Zeichengenauigkeit wire es also
tatsiachlich nicht mehr sinnvoll, die Konstruktionsfolge fortzusetzen. Gleiches gilt sogar noch fir r = 1000 mm,
also fiir eine KonstruktionsgréBe , die praktisch nicht mehr anzutreffen ist.



