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Geometrisches zum NEwWTON-V erfahren
Gerhard Geise, Dresden

0 Motivationen

Ende der 70er Jéhre hat der Autor vor Schilern ('Mathematik-Olympioniken’) Vortrége au
Themen wie 'Geometrie und Rechnen' gehalten. Manchmal wurden Betrachtungen angeregt,
die Uber dasAnliegen einer Schilerférderung hnaus e@n eigenstandiges Interesse m verdie-
nen schienen und glegentlich Kollegen und Lehrern vorgetragen wurden. So der folgende
Beitrag tber geometrisahe Interpretationen und(im weiten Sinne) Konstruktionen einesltera-
tionssdrittesnach dem NEwTon-Verfahren .

Motivationspurkte fur die Arbeit mit Schilern waren: Die éene Geometrie der Schule kennt
(Punkt - Punkt)-Abbildungen, aber nicht (Punkt - Gerade)-Abbildungen. Eine lche Abhildung,
die (interesserten) Schilern gut zuganglich gemadt werden kann, ist die Polaritat am Kreis.
Dasfuhrt auf die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Sie $nd sogen. exakte Konstruktionen.
Doch der Schnitt Gerade — Kreis ist, wie der Schnitt Kreis — Kreis , de Konstruktion einer
quadatischen Irrationalitat. Deren Beredinung kann nu iterativ erfolgen. Jeder
Iterationssdritt kann in eine exakte Konstruktion Gkersetzt werden. Natirlich ist der Aspekt
wichtig, dal3 keinedalls Rechnung dirch Konstruktion ersetzt werden soll, sondern dal3 geo-
metrische Interpretation(en) die Einsicht in Funktionsweise und V erallgemei nerungsfahigkeit
von Rechensdhritten und-verfahren férdern kann.

Das allgemeine Anliegen betrifft das NEwToNscdhe Iterationsverfahren: Dieses behandelt ein
System aus n Gleichungen fir n Unbekannte originér als Nullstellenaufgabe imE". In der be-
kannten geometrischen Deutung eines NEWTON-Iterationsschrittesist sie @éne Schnittaufgabe
imE™. Siewird hier fur die Fallen = 1 undn > 1 unterschieden, aber nur fir n=1 undn =2
besdrieben. Fir n = 2 ist sie im Sinne klassscher darstellender Geometrie die Lésung der
Aufgabe "mittels raumlicher Deutung:" Fir n = 1 hat man analog das Losen der Aufgabe

"mittels Konstruktion in einer Ebene durch die Gerade".

Y Aus einer Materialsammiung "Geometrie des NEwTONschen Iterationsverfahrens ..." mit Datum Juli 1980. Die
dort angeflihrte Literatur ist bis auf Ausnahmen nicht weiter erganzt worden! — "NEWTON-V erfahren” der Kiirze
wegen, genauer wohl NEwWTON-RAPHSON-Verfahren. Vgl. etwa STRUBECKER, K.: Einf. in die hohere Mathe-
matik, Bd. II: Differentialrechnurg einer redlen Veranderlichen. Miinchen Wien *1967, S.646 ff.



Istn>1,soist dieimE" gedellte Null stellenaufgabe unmittelbar auch Schnittaufgake imE"
(Schnitt von n Hyperfladhen im E"). Bei dieser Schnittaufgabe kann fur algebraische Glei-
chungssyseme einem NEWTON-Iterationssdiritt eine neue geometrische Interpretation gege-

ben werden; sieist (natirlich) mit der bekannten vertréglich. Diesgesdieht nach folgendem

Programm Zwei bekannte Sachverhalte sind geeignet, dem NEwTON-V erfahren geometrisch-
konstruktive Aspekte ézugewinnen. Der eine betrifft Null stellenaufgaben im E" as Schnitt-
aufgaben im E™* (Teilabschnitt 0.1) und der andere, als "Anwendund fir n= 1, deiterative
Quadratwurzelberechnung,also dasL6sen der speziell en algebraischen Gleichungx’ —a =0

(Teilabschnitt 0.2). Fur sie kann unmittelbar in E die Zerlegung eines NEWTON-Schritts in
2wel geometrische Tell- oder NEwTON-Halbsdritte abgelesen werden. Nadh Einbetten in den
F:? bieten sich neben der Konstruktion fiir den Ganzsdritt aufgrund der bekannten Deutung
konstruktive Realisierungen fir die Halbschritte an, de "im Schnitt" mit E eine geometrische

Interpretation "schon" in B besitzen. Dieselassen vermuten, da3 auch zu n > 1 fir imE" ge-

gebene algebraisdhe Gleichungssysteme eine gleichartige analytische Zerlegung und go-

metrische Deutung”gleich” im E" moglich ist.

Dazu kringt Abschnitt 1 dasNEwToN-Verfahren in Erinnerung. Abschnitt 2 zeigt, wie fir al-
gebraische Gleichungssysteme im E" ein NEwTON-Schritt in zwei NEwTON-Halbschritte in
E" zerlegt werden kann. DieseZerlegung erlaubt gewisseEinblicke in die Geometrie des
NEwTON-Verfahrens firr dieseGleichungssysteme 2. Dazu vermittelt Abschnitt 3 fir die Auf-
gabenklasse Schnitt zweier Kegelschnitte erste Eindriicke. Dabei liefert das Schnittverhalten des
von den beiden Kegelschnitten aufgegpannten Blschels mit der uneigentlichen Geraden eine
(erste) Klasseeinteilung. Hier wird nur die Teilklase "Das Blscdel enthalt zwei Parabeln”
betrachtet. Spezell erweist es $ch asreizvoll, das NEwToN-Verfahren im Unendli chfernen —
das die numerische Mathematik naturgemald richt interesiert — und jene Punkte, die als

'verbotene' Startpunkte bekannt sind, zu untersuchen.

0.1 Null stellen- und Shnittaufgaben

Zum Einbetten einer imE" gegellten Null stell enaufgabe in den k™ werden deFalen=1
undn = 2 betrachtet.

2 Esist "Geometrie eines Iterationsverfahrens' kein scharf umrissener Begriff. Hier ist gemeint: Was kann dem
Verfahren bzw. seinen Schritten an 'geometrischer Interpretation’ gegeben werden? Die numerische Mathematik
kennt die Forderung der Invarianz der Iterationsfolge gegeniber affinen Transformationen urd verlangt von
Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung, dal sie diese oder die Invarianz gegenuber einer anderen Gruppe aus



Eine Gleichungmit einer Unbekannten: Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:
Die Null stell enaufgabe: Die Null stell enaugabe
(1) Zuf=f(x) ermittlext mit f(x)=0 | (1) {fl(x' ¥)=0
f,(xy)=0
wird duch de &uivalente Schnittaufgabe wird duch de &uivalente Schnittaufgale
y = sF (x) z=s [f(x,y)
@) _ 2 z=5, [f,(x,y)
y=0 o
Z=

mit freiem Skalierungsfaktor s (# 0) bzw. die | mit freien Skalierungsfaktoren s, s, (# 0)

aquivalenten Schnittaufgaben: bzw. die &uivaenten Schnittaufgaben:
— Df Zzs.l.Dfl(X1 y)+ gl(xl y, Z)|1
3 {y = st (x)+ ol n)Ly @ {2750+ 0y
y=0 z=0

mit i. w. frei wahlbarer Funktion g(x, y) er- |miti.w. frel wahlbaren Funktionen g(x,y, z)

sdzt. und g,(X, Y, z), ersdzt.

Auf (2) bagert die gelaufige geometrische Deutung eines Iterationsschrittes des NEWTON-
Verfahrens. Sie liefert fiir n = 1 dasbekannte Bild ?, dasdie Geometrie desNEwTON-Verfah-
rens au erschopfen scheint. Eine analoge Darstellungfir n = 2 ist nicht bekannt; Bild 1. Jedes

der Bilder liefert das Motiv fur die Linearisierung d. i. dasErsdzen der nichtlineaen Auf-
gabe (1)/(2) durch eine Folge aus linearen Aufgaben. Die Deutungist allgemeingtitig, dadie
Funktionen zwar gewisse aaytische Eigenschaften besitzen missen, aber Forderungen an
ihre Natur (algebraisch —transzendent) nicht gedellt werden.

Durch (3) as "Verallgemeinerung' von (2) wird die geometrische Ausbeute gefordert. Dies
kann folgendes Beispiel deutlich madchen: Es i (1) [Fall n = 1] die ezelle Null stellenauf-
gabex’* —a=0 (a> 0). Dann bedeutet (2), die Parabel

(4) p y=slx’-a)

mit der x-Achse a1 schneiden. Nicht nur in der Schule wird de Parabel als konstruktiv weni-
ger handich angesehen werden (um den Platzbedarf einschrénken zu kdémen, ist i. a. eine

Skalierung ndig). Daher wird zu (3) mit der frei verfigbaren Funktion g(Xx, y) gewedsdt!
Siewerde © gewahlt, dal’ die erste Gleichung quadratisch bleibt. Dasleistet der Anséz

affin-linearen Transformationen bewahrt. Vgl. etwa DEUFLHARD, P.; HEINDL, G.: Affine invariant convergence
theorems for Newton's method and extensions to related methods. SIAM J. Numer. Anal. 16(1979)1, 1-10.

¥ Vgl. etwa STRUBECKER, K.: Einf. i. d. héhere Mathematik, Bd. II: Differentialrechnung einer redlen Veran-
derlichen. Miinchen Wien '1967, S. 647.



g(x,y)=a, +ax+a,y mit frei wahlbaren a,, a;, a, (in desenbezogenist),

und(3) wird zu

{x2+alfky+a2 y* +(a,~1)y-a=0
y=0

Die aste Gleichung gbt ein durch de a,, &, a8, inhomogen parametrisiertes Bindel aus Ke-

gelschnitten durch die Lésungspurkte u;, = (—va 0)" undue = (vVa 0)" der Schnittauf-

gabe an. Diess wird einen Lehrer zu einer ganzen Reihe von Betrachtungen veranlassen kon

nen. Insbesondere fuhrt die Wahl &, = 0, a, = 1 auf dasKreisbisdhel mit a, as Parameter
durch de Losungspunke. Es enthdlt fur a, = 1 den Kreis

(4) k x*+y’=a.

z=f(x,Y)

Bild 1. Geometrische Deutung eines NEwTONschen Iterationsschrittes bei 2 Gleichungen mit 2 Unbe-
kannten: Uber dem lterationspunkt (x, y') wird die Flache z = f,(x, y) im Punkt (X, ¥, fi(X, y)) und de
Flache z = fy(x, y) im Punkt (X, Yy, fo(X, ¥)) je durch ihre Tangentialebene ersetzt. Der Schnitt ihrer
Spuren in z= 0 ist der neue Iterationspunkt (x", y").

Im folgenden Teilabschnitt treten de Parabel p (41) und der Kreis k (4,) (wie jeder Kegel-
schnitt aus dem Bindel) als fur das Losen der Aufgabe dem Prinzip nach gleichwertig in Er-
scheinung.Die Polaritdt am Kreis k kann duch Konstruktion mit (hier unterdriicktem) THA-
LEskreis und"Redtwinkel-Haken" beherrsdit werden, von cbr Polaritét an der Parabel p wird
vor alem verwendet, dal3 de Mittellinie von Pol und Polare Tangente an die Parabel ist.



0.2 Zur Geometrie desNEwTON-Verfahrens |: Iterative Quadratwurzel berechnung

Die Vorgehensweise ist bekannt: Ist X O E eine Naherung fiir (i)\/a und Ax' der Fehler,
dann ist dess@ Berechnungaus (X + A X )2 = a eine quadratische Aufgabe. Die Vernachlas-

sigung von(A X' )2 linearisiert das Problem, liefert einen fehlerhaften Fehler 83X undmit die-

sem die gleiche bessee Naherungwie das NEwToN-Verfahren in Gegalt der Vorschrift ¥
i oa

5 X o x7= X
(5) 5

(i=0,1,..).

Mit einem x° O E\{ —+/a, 0, v/a} beginnend, kerechnet sie X** aus X' durch einen NEWTON-
Shritt. Der Schritt kannin die zwei Halbsdritte gemai
i i,5

(5) X - x*°:=4& und (5) x*®° L xM=XEXT +2X

zerlegt werden.

Der erste Halbsdhritt (5,) bil det den Punkt X' der x-Achsey = 0 auf den Schnitt(purkt) der Po-
laren vonx' beziglich der Parabel p bzw. desKreises k mit der x-Achse ab; Bild 2

Die Polaritédt in bezug auf die Parabel p bzw. den Kreis k ist auf die x-Achse eingeschrénkt.
DasBild (d.i. fur k das air y-Achseparal ele Geradenbischel) wird mit der x-Achsegesdnit-
ten undindwziert auf ihr die Abbildung Spu desPolarsystems der Parabel p bew. desKreises
k auf der x-Achse die 9. Spupolaritat; sie ist eine Involution, deren Fixpurkte die L6-

sungspunkie der Aufgabe snd.

DasAusiiben der Polaritét verlangt, die Ebene E? durch ihre uneigentliche Gerade (i projektiv
abzuschlieRen: E2 - 2= E* [ 0. Falenlasen der Auszéchnung vond as uneigentliche
Gerade madt E2 zur projektiven Ebene F*2. Es stehe % fiir die projektiv abgeschlossene wie
fUr die projektive x-Achse. Der erste Halbsaritt (5;) ist projektiv-invariant.

Der zweite Halbsdhritt (5,) ist eine Mittel purkthil dung In der projektiven Ebene B beruht sie
auf der as uneigentlich ausgezeichneten Geraden (. Durch Wahl einer Geraden, die nicht
durch u, geht, aber nicht notwendig von 0 verschieden ist und sogeich wieder mit 0 be-
zachnet werde, als uneigentliche Gerade desprojektiven Abschlusses mer (anderen) affinen
Ebene durch de x-Achse wird eine 'andere’ Mittelpunktbildung feggelegt. Sie ist aber nur
eine Modifikation des aveiten Halbschritts. Mit u = 0 n X as uneigentlichem Punkt der

9 Vgl. etwa STRUBECKER, K..: Einf. i. d. héhere Mathematik, Bd. I: Grundagen. Miinchen 11956 S. 37f.



y p' =Polarevon X!
o1 in bezug auf p

Tangentean pin (x', y(x'))
= Mittellinievon p' und X'

b x! N 4 —_— -

Mittellinievon k' und x'

k' =Polarevon x' in bezug auf k

Bild 2. Diein bezug auf Parabel p oder Kreis k auf den Iterationspunkt X ausgetlibten Polaritéten
redisieren im Schritt mit der x-Achse den 1 Halbschritt und liefern je den Punkt x°. _
Der 2. Halbschritt erfolgt je durch den Schnitt der Mittelgeraden von x' und den Polaren von X' in beaug

auf die Parabel p oder den Kreis k mit der x-Achse und ergibt den néchsten Iterationspunkt x**.

(projektiven) x-Achseist fiir die vier Punkte {X, x"°, X**, u} kennzeichnend, dai} sie dn har-
monischesPunktequadrupel bil den, dald also ihr Doppelverhétnis den Wert

Dv(x', x"%: x* u)=-1
hat. Durch Rechnungin hamogenen Koordinaten auf der x-Achse folgt:
Istu= (U uy)' der (alte oder neue) uneigentliche Punkt von % undx = (x;, xi)7, so stel-
len sich der 1. Halbsdritt und 2.Halbsdritt sowie der Ganzsdhritt dar gemaf

RNV _ x5 i

i — 0 i,5 _ 0 —_ 1

X _( [ |D - X _(xi,S - alk |’
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. i,5% _ i+1% 1512 4 (yi:5)2 x5y 5 K
6) X5 :(X?s | 0. x* = (xo - Uo(a(xo )7 +(x”) |_ If 0 X1 |

LX) Xiﬂ,l zaxti)’sxi’s -‘a(xéif))z"'(xi's)z,l
und
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] Xi; axi+l; ! 2axy% ] a(x(l))2 + (Xi)z
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Aus (6) und(7) ist abzulesen, daR3 X** sowohl in X asauch in X ein Urbild hat. DasBerech-

nen der Urbilder von Xt ist in der Tat eine quadratische Aufgabe, undwie diese avei Losun-

gen korstruktiv zu erhaten sind, wird sich in Abschnitt 3.2 beil aufig ergeben.

Fir den ariginalen ureigentlichen Purkt u= [0 1}T =: Uy der x Achsefolgt aus (7) mit

i ™ i [ !
_ : . 2
(8) x':(x?|D_>x"5:|( X1i|D_>x'+1:( i§°X1i2|
L Xy valXo La(%o)” + ()7
die vertraute Iterationsvorschrift. Fiir sieist der Mittelpurkt u, := (1 ' vonk, dasist der in

bezug auf k [wiein bezug auf p] zu us konjugierte Punkt, als 'verbatener' Startpunkt bekannt:
DasBild von u, ist 'schoni im 1. Halbsdhritt der uneigentliche Punkt ur, und cr bleibt im 2.

Halbsdhritt erhalten. Es folgt, da3 de Abhildung"NEwToN-Schritt” X — X** den Fixpunkt us
hat, der sich aber als abstoRender Fixpurkt erweist. Die Punkte us undu, liegen in bezug auf
k [wie in bezug auf p] konjugiert. Die Lésungspurkte u; und ure Sind Fixpunke, und zwar

anziehende Fixpurkte, undregulare Nullstellen der Aufgabe.

Fir u=u gilt spategens @i = 1: Entweder liegen die X' links von u; und de X zwischen u;
undu, oder die X' liegen rechts von u,e und de X"° zwischen U, undure. In der ersten Situation

ist u; fur die X "nach rechts" anziehender undfiir die X° "nach links' anziehender Fixpunkt,

in der zweiten Situation ist ug fur die X' "nach links' arziehender und firr die X "

rechts' anziehender Fixpurkt; Bild 3 Fir Startpunkte x° mit u; als Zielpunk ist x° < 0, fir die

nach

mit Ure als Zidl ist X° > 0 kennzeichnend — nur hier ist die Situation so einfach!

Vertauschen der Rollen vonu; undu,, also die Wahl von u = u, a's uneigentlichen Punkt der
x-Achse ist einem Austiben der Spurinvolution auf die Punkte von X gleichwertig, vertausdt

somit die Rollen der X' undx"®.

DieseBetradhtungen las®n sich wortwartlich wiederholen, wenn ein vonu; oder u, (und u;,
Ure) Verschiedener Punkt u a's uneigentlicher Punkt gewahlt wird. Die Loésungspunke u; und
Ure bleiben erhalten. Die Wahl hat zufolge (7) die Wirkung einer projektiiven Transformation
auf die originalen 2. Iterationshalbsdritte nach (8). Daswerde unter Verwendung @ Indizes
uundu; so ndiert:

(x‘i?\'] :(_ul Uo -.||/X(i)-.|

i - i ’
Wagy 8% WX



Ui U Ure X
U

U =a

Us

Bild 3. Uneigentlicher Punkt u und der in bezug auf den Kreis k konjugierte Punkt u, von ul.
Die 'einseitig' anziehenden Fixpunkte u; und u,e und der 'beidseitig' abstolfende Fixpunkt u.

Die projektive Version der iterativen Quadratwurzelberechnungist hier nur angedeutet wor-
den. Sie eweist sich as © material- und bezaehurgsreich, dal3 sie an einer anderen Stelle

weiter ausgefiihrt werden soll!

Die fiir dasBeispiel in E durchgefiihrte Zerlegung eines NEwTon-Schritts X — x** in Teil-
schritte X - x° - X" soll nun algemein fir algebraische Gleichungssysteme in E" mit

entsprechend \erallgemeinerter geometrischer Deutung \oll zogen werden.

1 Das NEwTON-Verfahren
Fir ein Gleichungsystem aus n Gleichungen f1 = 0, ..., f, = 0 in n Unbekannten x, ..., X,
(Uber B [oder Uber 7)), dasmit gelaufigen Verabredungen in der Form

(9) f(x)=o0 : Null stellenaufgabe im E"
naotiert wird, kann mit dem NEwTON-schen Verfahren unter gewissen hinreichenden Voraus-

sdzungen, dei. a nicht geprift werden konren, nBherungsweise @ne LOsung iterativ ermit-
telt werden. Es beruht auf folgendem

Satz °: Ist X, €ine reguléare Nullstelle von f(x) und x° ein zugehériger Sartpunkt, dann
strebt die Folge

xM=x = T F(x') (i=0,1,..)
gegen Xo-
Die Folge {x°, x}, X, ...} heift eine NEwToN-Folge, x' der i-te Iterationspurkt, und de Zu-
ordnung

' O o x*=xi- fx—l(xi)f (Xi)

werde én NEwTON-Schritt, gegebenenfalls der i-te NEwTON-Schritt, genant.

% Vgl. etwa SCHWETLICK, H.: Numerische Losung nichtlinearer Gleichungen. Berlin 1979, S. 96 f., S. 281 f.



Fur diesen n-dimensionalen Fall i st die geometrische Deutung des NEwTON-Schritts bekannt:
Der E" wird als Hyperebene x,,, =0 in den E™" eingebettet. Im i-ten NEwToN-Schritt wird

firj =1, ..., nan de Hyperflache x,,; = f;(x) im Punkt (X', f;(x")) [= der mit f,(x') ko-

tierte i-te Iterationspurkt x'] die Tangentialhyperebene gelegt. Diesen Hyperebenen treffen
die Hyperebene x,,; =0 im (i+1)-ten lterationspunkt x o

2 Projeltive Version des NEWTON-Verfahrens flr algebraische Gleichungss/steme

2.0 Allgemeine Vorgehensweise. Sei nun (9) ein algebraisches Gleichungssystem. Dann
gibt esnach demin 0.2 fir n = 1 gelieferten Muster eine ZerlegungjedesNEwWTON-Schritts in
zwei Halbsdritte. Die geometrischen Konstruktionen, denen sie entsprechen, werden an den

Anfang gegellt.

Zunachst wird der durch einen E" dargegellte Raum E" durch seéne uneigentliche Hyper-
ebene 0 zuE"=E" O G projektiv abgeschlossen undzum projektiven Raum F" erweitert.
Dann denke man sich de Gleichurngen f; = 0 desGleichungss/stems (auf eine gewisseWeise
s. u.) homogenisiert, so dal3 jede (unter Beibehaltung der Bezechnurg) eine dgebraische Fl &
che f; im projektiven Raum F" besdreibt. Jede diese Fladchen f; bestzt ein Polarsystem p;,
das eénem Punkt x im allgemeinen eindeutig eine Polarhyperebene pi(x) =: X; zuordnet. Der
allgemeine Fall ist, dal3 de Polarhyperebenen X4, ..., X, unabhangig liegen, so dal ihr ein-
deutig bestimmter gemeinsamer Punkt in bezug auf jede der Fladhen zu x konjugiert ist. Die
S0 besdriebene smultane Wirkung der n Polarsysteme auf die Punkte des" definiert eine
(Punkt — Punkt)-Abbildung im F". Sieist, BRAUNER © folgend, die Abbil dungn-fach konjugier-
ter Punkte in beaug auf die algebraischen Flachen fy, ..., f,. Man kdnnte sie der auch, um
auf eine kurze Bezeichnungzu kommen undim Anschluf3 an 0.2, als den Schnitt oder die
Spu der n Polarsysteme p; im F" , etwa ds die n-fache Polarenspur in beaig auf die f; be-
zeichnen. Jedenfalls dient sie ds Ubertragung aes 1. Halbsdritts in den zu F" erweiterten,
durch E" besdriebenen E". Der 2. Halbsdritt wird durch Wahlen einer Hyperebene 0 as
uneigentli che Hyperebene und Vorsdireiben einesgewissen Doppelverhdtnissegs. u.) gelei-
stet. In dem Male, wie Kenntnisse insbesondere Uber Abbildungen n-fach korjugierter
Punkte zur Verfugung stehen, konren fur dieseGleichungss/steme Aussaen Ubker globale
Eigenschaften des NEwTON-Verfahrens nicht nur hinsichtlich des 1. Halbsdritts gewonren

werden. —Es wird wie folgt vorgegangen:

% BRAUNER, W.: Geometrie projekiver Raume |, Mannheim ...*1976, S. 204,



10

Furi=1,...,n istjetzt fi ein (inhomogeneg Polynom in Xy, ..., X, vom Grad m (> 0). Die
Gleichungen fi =0 (i =1, ..., n) besdreiben algebraische Flachen fi mit den angegebenen
Graden als Ordnurgen im Raum ", der — wie tblich — mit einem affinen oder euklidischen
Raum identifiziert wird . Die Null stellen-Aufgabe wird gewissemaf3en ausdriicklich zu einer
Schnitt-Aufgabe. Durch Einfihren hamogener Koordinaten werden die Fladhen im projektiv-
erweiterten Raum E" desE" dargestellt ®. Sie ehalten alle den geichen Grad M, indem eine
nattirliche Zahl M mit M = Mo = max {m, ..., my} gewahlt wird unddie Flace f; vom Grad
m um die uneigentliche Hyperebene xo = 0 mit der Vielfachheit M —m erganzt wird 9. So
bekommt jede Flache f; ein Polarsystem, dasden Grad M hat ?. Fir einen Punkt x ist die
(M —1) -te Polarhyperflache beziiglich der Flade f; eine Hyperebene. Sie heifdt die Polarhy-
perebene von x beziglich der Fladhe fi. Formal kann sie aus der 1. Polarhyperflache von x in
beaug auf fi, welche vom Grad M —1 ist, duch Vertauschen der Variablenreihen hergedellt
werden. Hierin undin der EULER-Identitét drickt sich die Eigenschaft vonf; aus, Polynom zu
sdan. Im einzenen geht das ©:
2.1 Polarformen. Je nach Situation werde das (n+1)-Tupel (Yo, ..., Yn) Mit y oder mit
(Yo, ) abgekirzt, analog fur (xo, ..., X»). Sei nun f(x) ein beliebiges der Polynome fi(x), san
Grad geich mundM eine natirliche Zahl mit M > m, dannist
(100 D(X) = D(Xg, X) = D(Xg, Xps ees Xy) 1= X f(i\\

v Xo )
die homogene Formvon f(x)zum Grad M (= m) *Y. Sie liefert fir Xo = 1 dasPolynom f zu-

ruck. Esist

P(X, y) = P(Xo, X; Yo, ¥) 1= id’,xj (X0, X}
i=0

die Polarform (‘schledhthin’) der homogenen Form @ sowie die homogene Polarform der

inhamogenen Form f zum Grad M.

) Eine im " gestellte Schnittaufgabe ist ihrer Natur nach keine metrische Aufgabe. Firr die Beurteilung der
Gute @ner Naherung ist eine 'aufgabenfremde’ Metrik notwendig.

® Fir einen eigentlichen Punkt X ist x der Vektor aus inhomogenen, x der aus homogenen Koordinaten. Eine
Hyperebeneist an einem [ zu erkennen, z. B. 0 fir die uneigentliche Hyperebene.

°In der Ebene wird bei M = 2 eine Geraden zum zerfallenden Kegelschnitt aus dieser und der uneigentlichen
Geraden.

19 Ein anderes V erfahren resultiert, wenn jede Flache f; mit einem ‘individuellen Grad' M; = m; versehen wird.

9 Diese Vorgehensweise ist 'kanonisiert’, tatsachlich aber kann in der Substitution x — x/Xo Statt X, eine Linear-
form lg = 2 A% in Xo, Xg, ..., X, Mit Ag #Z 0 (0. B. d. A. gleich 1) genommen werden, so dai Iy = O die gewdhite
uneigentliche Hyperebene ist. Das kann, wie hier, auch auf andere, ebenfall s iibliche Weise erfolgen.
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Es ist p(x, y) ene Linearform in y und eine homogene Form in x vom Grad M —1. Die
Hyperebene p(x*, y) = 0 heil%t sowohl die ( M —1)-te Polarflache ds auch (und hier nur so)
die Polarhyperebene desPunktes x* in bezug auf die Flache @ =0 oder @ bzw. f = 0 oder f.
Die (algebraische) Flache (M —1)-ten Grades p(x, y*) = 0 heil3t die 1. Polarflache des

Punktesy* in bezug auf (die Flache) @ bzw. f.

2.2 Konstruktion z2weier Halbschritte. Es werden zu einem Punkt X in zwei (Halb-)Schrit-
ten Punkte X*° und x** konstruiert, von denen gezégt wird, dai? sie die Folge aus 1. und 2.
Halbsdritt eines NewToN-Schritts fir dasalgebraische Gleichungss/stem f (x) = o sind. Da-
bei ist ein auf das klassische NEwTON-Verfahren zielender allgemeiner Fall zu charakteri-
sieren. Es wird ein projektives Kalkil reailtieren, dasweitere Falle @nzubezehen gestatten

wird.

2.2.1 Ein Polarformensystem und der 1. Halbschritt. Fir dasSystem f (x) = 0 aus ninho-
mogenen Polynomen in X, ..., X, mit den Graden m, ..., m, bezehentlich kann
Homogenisieren auf zwel Arten durchgefihrt werden:

 Fur ale Polynome mit einem 'simultanen’ Grad M mit M = Mg = max {my, ...,m,} oder

+« fUr jedesPolynom mit einem 'individuellen’ Grad: Fir dasj-te Polynom f; mit einem Grad

MimtM;z2m (j=1,...,n).

Hier wird dlein de este Moglichkeit « verfolgt. Dann resultieren mit (10) zu den (inhamoge-

nen) Polynomen fy, ..., f, die homogenen Polarformen zum fegen Grad M

(13 PO0Y) = Pl X You ) o= goa»k,xj (%o, X}, (k=1,...,n).
Sei f, := f, (X) die Polarhyperebene desPunktesx beziiglich der Flache fi:

12)  f.:p(Xy) = Jioq)k’xj [x},,xiJEyj =0 (k=1,...,n).

Von cem Punkt X werde vorausgesetzt, dal? seine Polarhyperebenen f,(x'), ..., f,(x') un-
abhangg liegen, und ésgehdre aim allgemeinen Fall. Ihr (durch Lésen eineslinearen Glei-
chungssystems zu erhaltender) Schnittpunkt wird mit X° bezéchnet und zum Ergebnis des
erden Halbschritts deklariert:

(13 x®°=f,(x)n..n f(x).

Ist X' ein Lésungspurkt desoriginalen Gleichungss/stems, dann stimmen die Punkte X undx'®
tiberein, unddann wird als Ergebnis des2. Konstruktionssdritts X = x feggelegt. Im allge-



12

meinen Fall aber seien die Punkte x> und X verschieden, undauf ihrer Verbindurgsgeraden

wird wiefolgt ein Punkt X** konstruiert.

2.4 Die uneigentliche Hyperebene und der 2. Halbschritt. Im F" werde @ne Hyperebene
0, die nicht ducho= (1 0... 0)' geht, ausgezeichnet, um in I*" einen affinen Raum E" zu
installieren, fir den O der projektive Absdhlul3ist, aso U als uneigentliche Hyperebene hat.

Fur den Punkt X' ist zu urterscheiden,

ob de Hyperebene i dem n-Blindel sener Polarhyperebenen ﬂ Fn angehort oder nicht,
obalsoX®=x 0 oder X*° £ X ist, entsprechend

obx"® undx keine oder eine eindeutig bestimmte Verbindunggerade ¥ haben.

Ist X £ X°, dannist firr ihre Verbindunggerade V' zu urterscheiden, obsie uneigentlich ist
oder nicht: V' g & oder V' g (.

Damit soll endlich eine Charakterisierung cesallgemeinen Falls gegeben werden:

Im allgemeinen Fall wird X' als dgentlicher Punkt gewahlt, existiert der Punkt X" eindeutig,
ist eigentlich und vonx verschieden. Die Verbindunggerade ¥' vonx undx'® trifft die unei-
gentliche Hyperebene G in einem Punkt u, und ar ergibt sich zu

(14 u= 0" xS -0"x X',

Auf der Geraden durch X' undx"® wird duch dasDoppelverhdtnis

i+l

Dv(x', X% x™* u) = —

1-M

ein mit X** bezachneter Punkt eindeutig feggelegt. Er wird as Ergebnis des zweiten Halb-
schritts definiert undzu dem auf X folgenden Iterationspunkt erklart. Er berechnet sich zu
(15) Xi+l - (M _1) mTXi,5 D(I + OTXI D(i,S. 12)

Nun wird gezegt, dal? aus den so definierten Halbsdhritten ein NEwTON-Schritt zusammen-

zusdzenist.

12 Der Grad M = 2 ist sichtlich besonders interessant: Aus (14) ist abzulesen, dal} de Punktepaare aus X undx"®
und aus u und X** einander harmonisch trennen.
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2.3 Fur algebraische Gleichungssy/steme e geben de zwei Konstruktionsschritte @nen
NEWTON-Schritt. Es wird de Standard-Situation angenommen, dal? de uneigentliche Hyper-
ebenedurchxo=0,dso duch a =(1 0 ... 0" besdrieben wird. Firr dasPolynom fi(x) ist

%
D, (X) = D (X9, X) := Dy (X)X, oer X5) 1= XM ﬁ{%} (k=1,...,n)
sane homogene Form zum Grad M. Die Polarform (vergl. (11)) werde 0 gesdrieben:

n
(1) p(XY) = P(Xo: X Yo, ¥) = d)k’XO (X0, X}Oyo + _Zlcbk,xj (X0, X}V -
J:
Die EULERsdhe Identitét, die die Eigensahaft " @, (x) ist homogenesPolynom" ausdriickt, ist:
n n
(B) MDD (%, X) =) Py x [Xo, X}IX; = ‘pk,xO[XO’ X} + Z‘Dk,xj [Xo, X}IX; .
=0 i=1
Sie elault, fur eigentliche Punkte x undy (d. h. bai Xo # 0) aus der Polarformdarstellung
(11) den Term mit ‘Dk,xo zu eliminieren:

n
(16)  XoLPe (X0, X; Yo, Y) = Yo M@, (%o, X) + ZCDk,X]_[XO, X}Eﬂyj (%o = Yo X))
S

Fir eigentliche Punkte x und y kannweiter Xo = Yo = 1 erreicht werden, undso erh@lt manin
17 p@xLy) =M (x) + f (x) Dy - x) (k=1,...,n)

eine inhamogene Darstellung der n Polarformen. Bei algebraischen Gleichungssystemen kann
mittels der EULERschen Identitét fir eigentliche Punkte die partielle Differentiation rach xo
jewells 'kasdiert' werden (ist x ein ureigentlicher Punkt: X, = 0, so sind ndwendig die (11)

weiter zu verwenden). Mit pu(X; y) 1= pk(1,x; 1,y) wird (17) besse gesdrieben as
(18) P(X;y) = MO (X) + fi x(x) Ly = x) (k=1,...,n)

Die agentlichen Punkte x undy sind in bezug auf die (Hyper-)Flachen fy zueinander konju-
giert, wenn sie al e durch Nullseizen der inhomogenen Polarformen (18) zu erhaltenden inho-

mogenen Polargleichungen p(x; y) = 0 erflllen undwie tiblich zusanmengefaldt werden:
p(x,y) = fx(x) 0y = fx(x) x+ M (x) =o.

Ist nun f,(x) regulér, so liegen die Polarhyperebenen p, (X, y) =0 vonx in beaug auf die
Fladhen f, = 0 unabhéngig, undzwar solcherart, dal3 der Punkt

(19 y=x-MOHx)OF(x)



14

der eindeutig bedimmte d@gentliche Schnittpurkt in E", also ein Punkt von E" ist und sene
Darstellungin E" hat. Dasist die 'Redisierung von (16) fiir den Fall, dai3 x undy eigentliche
Punkte snd. Ist nuny uneigentlicher Punkt, so ist fy(x) singulér (der Rang des hom. Glei-
chungssystems fir y unveréndert gleich n).

Fir den Augenblick werde wieder x statt X, y statt X*° undz statt X** geschrieben. Man sieht:
Esist y gemal3 (19) der aus x durch den ersten Halbsdahritt sich ergebende Punkt.

Im Falle x mit f(x) = o (d. h.x ist Lésungspurkt der Aufgabe) ist y = X. Im anderen Fall haben
x undy eine Verbindungsgerade, auf der im Ergebnis des aveiten Halbschritts der Punkt

2= x+-(y=%) = (M -Dx+y) = x= £7200 T (%),

erhalten wird: Im Sinne desfeggelegten all gemeinen Falleswird also zu x, dasden Punkt X
angibt, durch y der Punkt x"° und duich z der Punkt x"** besdrieben.

2.6 Zur Geometrie des Newton-Verfahrens Il. Fir algebraische Gleichungssysteme erwei-
sen sich (12), ..., (15) als an Kalkil, das 1) auf dasbekannte ‘inhamogene’ NEwTON-V erfah-
ren fuhrt, 2) dasdem originalen NEwTON-Verfahren nicht eigen ist und 3 auf weitere Eigen-

schaften desVerfahrens jedenfall s fir dieseGleichungssysteme fiihren kann.

Zu 1): Beilaufig folgt: Ist xo eine Lésung desagebraischen Gleichurgssystems f(x) = o und
geht die durch den Startpunk x° definierte Folge X := x' — £, %(x') F (x') gegen X,, SO
auch de Folge x'®:= x' = M F (x') [ (x') . Fiir n = 1 hat man so zwei, die Lésung X,

einschachtelnde Folgen {x"**} und {x"} 2.

Zu 2): Die NEwTONsSdhe Iterationsvorsdrift ist (unter den fir dasNEwTONse Iterationsver-
fahren charakteristischen Vorausstzungen) fur algebraische Gleichungss/steme anders ds
gewohnt hergeleitet worden. Indem beim NEwTON-Verfahren de beiden Halbsdhritte nicht in
Erscdheinungtreten, kann gesayt werden, dal3 das Verfahren fir diese Gleichungss/steme un-
bemerkt oder automatisch ale Polynome a1 geichem, aber unbekanntem, daher frei wéahlba-
rem Grad M mit M = M, = max{m, ..., m} homogenisiert. Darin driickt sich der universelle
Charakter des NEwTON-Verfahrens aus. Es kann tbker M frei verflugt gedadit werden, wenn

nur M = My eingehalten wird.

'3 Eine universelle Konstruktion solcher Folgen findet man z. B. in v. MANGOLDT, H.; KNoPP, K.: Einf. i. d. hé-
here Mathematik, 2. Bd. Leipzig 1950, Nr. 38 (S. 97 f.).



15

Zu 3): Indem (15) die Ermittlung desuneigentlichen Punktesu [nach (14)] ignariert oder um-
geht, ergeben sich folgende Aussagen:
i+1

- 1st X eigentlicher, X° uneigentlicher Punkt, soist X = x'°.

- Ist umgekehrt X Punkt von 0, aber nicht X°, soist X** = X. Demnach ist fiir Punkte X' der
uneigentlichen Hyperebene @, deren Halbsdhritt-Punkte X° eigentlich sind, de NEwToN-Ab-
bildungX — x** erklart, unddiesePunkt sind Fixpunkte, aber nicht Lésungspurkte der Auf-
gabe.

- Sind X undx*® beide in 0, so ist die Abbildung richt erklart (esist dasBild x** vonx' der
Unpurkt). Dasist insbeondere der Fall, wenn X = x°, d. h. wenn X' ein Lésungspurkt, also

eine nichtreguldre Nullstell e der Aufgabeist!

- Zu den geometrischen Interpretationen: Mit einer algebraischen Hyperflache snd deren
Tangentialhyperebenen und die Polarhyperebenen projektiv-invariant (‘erst redit' affin-
invariant) verknupft. Die beiden auf ihnen gegriindeten geometrischen Deutungen hangen
nach Konstruktion wie folgt miteinander zusanmen:

1) Man denke sich dieim E" gegellte Nullstellenaufgabe f (x) = o wieder in den E™* einge-
bettet, in dem E" die Hyperebene X, sd. Der zu x durch den NEWTON-Ganzsdhritt konstru-

ierte Punkt x"** ergibt sich im Schnitt der Tangentialebenen f, , die in den Punkten (X', fi(x))

an de Flachen Xn.1 = fi(x) im E™* gelegt werden, mit .1 =0, aso x™ =f,n...n{, n %.

2) ImE" werden im 1. NEwToN-Halbsdhritt die Polarhyperebenen &, von X in bezug auf die
Flachen @(x) = 0 konstruiert, deren Schnitt der Punkt x'° ist. Die drei Punkte X', x° undx'**
liegen auf einer Geraden undsind duch das Teilverhdltnis Tv(x, X% x*Y) = 1/(1- M) mit-

einander verknipft. Fir jedesk ist
XM Of n %, x°0 % und f, 0 % || %.

Weiter kann fedgedellt werden:

- Liegt ein lineares Gleichungssystem vor, so ist Mg = 1 und die Wahl M = Mg = 1 schlief3t
sich zunéchst aus. Wird auf M = 2 erhoht, so kann dasVerfahren angewendet werden. Es re-
sultiert ein weitereslineaes Gleichungss/stem. Dess@ Lésungspunk und der Startpunkt ha-
ben als Mittelpurkt die Losung desAusgangss/stems!

- Zu Mg = 2 gehdren de "bevorzugten” Aufgaben: Kegelschnitte, Quadriken urtereinander
und mit Geraden, Ebenen schneiden, undmit M = 2 madt sich, wie s¢ion kemerkt, das Dop-
pelverhdltnis —1 interessat! Diese Aufgabenklasse "Schneiden vonKegelschnitten mit Hilfe
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desNewTON-Verfahrens' soll al's Experimentiergebiet in Abschnitt 3 dienen und dsVerfah-
ren im Unendlichfernen und hnsichtlich der verbotenen Startpurkte untersuchen. Es egeben

sich allem Ansahein nach unlekannte Ergebnisse:

- Fir das NewTon-Verfahren sind die uneigentlichen Punkte, die nicht Schnittpurkte sind,
Fixpurkte, undein ureigentlicher Schnitt- oder also Losungspunk ist ein abstof3ender Punkt,
ohre Fixpunk der Abbildungzu sein: Die Abbildungist in einem solchen Punkt nicht erklért
(sie liefert den Unpunk).

- Die durch det[ f ,(x)] = O charakterisierten "verbotenen” Startpunkte haben Urbilder, die
zwar zulassge, aber nicht zuzulassade Startpunkte sind; qualitative Betrachtungen fir ein
anderesBeispiel sind vonCoLLATZ bekannt 1.

3 Zur Geometrie des NEwTON-Verfahrens IIl: Schnitt zweier Kegelschnitte

3.0 Die Aufgabe. Daszweisdrittige NEwTON-Verfahren verhilft zu gewissen dobalen Ein-
sichten in de Aufgabe 'Schnitt zweier Kegelschnitte'. An sich verlangt dieseSchnittaufgabe,
so viele Félle zu unterscheiden, wie esSchnittkonfigurationen gbt. Das ®ll hier nicht gelei-

stet werden 2. Einschrankend werde angenommen:

¢ Dasvon cen beiden Kegelsdhnitten ¢; und ¢, (Uber E) aufgegpannte Busdel enthdlt zwei
Parabeln mit verschiedenen ureigentlichen Punkten. — Uber eine Schnittpunkifigur wird im

konkreten Fall eine Vorausseézung getroffen.

DieseParabeln treten an die Stelle der origindren Kegelschnitte ¢; undc,. Sie sind geeignet,
qualitativ richtige Skizzen oder Freihandzeichnungen anfertigen zu kdnren, indem man de
schon genannte, eine Parabel auszeichnende dfine Eigensdhaft nutzt: Die Mittellinie von
Punkt undPolare des Punktsin beaig auf die Parabel ist Tangente an de Parabel.

Auf drel Dinge diesr Aufgabe ©ll kurz eingegangen werden: In 3.1 die Konstruktion des
NEWTON-Schritts aus avei Halbsdhritten, in 3.2 die Umkehrung dese Konstruktion undin
3.3 lber zuldssige Startpunke, die auf verbatene Startpunkte fiihren, d.i. die Frage nach Ur-

bil dern von \erbotenen Startpurkten.

9 CoLLATZ, L.: Funktionalanalysis und numerische Mathematik. Berlin Géttingen Heidelberg 1964. S. 225 f.:
Beispiel fur die Kompliziertheit im groféen.

19 S0 aber in SCHERRER, D. N.: Die 2-polare Abbildung « und Klassn k-invarianter Kurven. Diss. TU Miin-
chen 198, 123 S. — Aachen [Shaker Verlag] 1998. — S. auch KELLER, O.-H.: Analytische Geometrie und lineare
Algebra. Berlin ®1968, insbes. S. 360 —372.
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3.1 Die konstruktive Ausfihrung der zwei Halbschritte zu einem Newton-Schritt. Sei @
jene gemeinsame Tangente der Kegelschnitte ¢; und ¢,, bezliglich der sie Parabeln sind. Die
langs U gesdlitzte projektive Ebene ist eine dfine Ebene mit O als projektivem Absdlul3,

fur die ge dsuneigentliche Gerade verwendet wird.

Aufgrund der Erkenntnissedes Absdhnitts 0.2 Uber iterative Quadratwurzdberechnungwird

ein Start- oder Iterationspunkt gleich auf¥erhalb vonc; und ¢, gewéhlt, es kann deichi > 1
gedadt werden. Zugleich ist klar, dal3 eine konvergente NEwTON-Punkifolge in den angedeu-
teten Winkelrdumen auf ihre Zielpunkie greben wird (Bild 7).

Sei ¢ eine der beiden Parabeln und u, ihr uneigentlicher Punkt, undes i X' ein schon ermit-

telter Iterationspunk. Der 1. Halbsdhritt ist: Zum Punkt X in bezug auf C die Polare &'
konstruieren (Bild 4), und @ 2. Halbsdhritt verlangt: Von Punkt X und Polare &' in bezug auf 0

als uneigentlicher Geraden die Mittellinie ' konstruieren (Bild 5).

0
' XI ) XI
C C
e / 0 c S, {
Bild 4. Die Polare &' des Punktes X Bild 5. Die Mittellinie i von Pol X und Polare &'

in bezug auf die Parabel c.

Beim 1. Halbsdritt spielt die Gerade 0 keine Rolle, wohl aber beim 2. Halbsdhritt. Hier gibt
esfolgende Situationen:

1) X O : Dasist der allgemeine Fall. Die Polare X' hatin u, = X' n (i einen uneigentlichen
Punkt, der von u. verschieden ist, und de von U versdiiedene Tangente aus u, an de Parabel
cist die Mittellinie .

2)X 0 a: a)lstX = ug, (genau) dannist X' = @, und uy ist nicht erklart. b) Ist X' # uc, (ge-
nau) dannist u,; = %' n 0 wohl definiert, aber u,= u.. Beide Male ist der Begriff 'Mittel-

linie' leq.
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Von einem X 0 (i ausgehend undden allgemeinen Fall setzend, sind nunin bezug auf jede
der Parabeln c¢; undc; die beiden Konstruktionen 1. Halbsdritt und 2.Halbsdritt ausaufiih-
ren, undman hat (Bild 6):

in beaug auf c;: X O- & 00/
! N

insgesant: X 0o X%:=%8n g0 X*=m n i
1 /7

in bezug auf cy: X 0o &% 00 - i,

Bild 6. Zu einem Punkt X die 1. und 2 Halbschritt-Punkte x"° und X** konstruieren.
Im Falle, dai firr einen Punkt x' gilt: X O @ und x° = % n % 0 0, wirkt die oben be-

griincete Festlegung X ** = x'°, und das Verfahren bricht nach dem 1. Halbsdhritt ab. Die

Punkte X' mit diese Eigenschaft liegen bekanntlich auf der sog. Mittel purktkurve des B
sdhels aus den Parabeln c¢; und c,; in der affinen/euklidischen Ebene bedeht sie aus den
Mitten der Mittelpunkiskegelsdhnitte des Busdhels, m. a W.: Die Mittelpunktkurve besteht
aus den zu den Punkten der uneigentlichen Geraden 0 in beaug auf ¢; und c, doppelt
konjugiert liegenden Punkten jener Kegelschnitte desBisdels, die U nicht redll treffen, und
im projektiven Abschlu® werden de uneigentlichen Punkte U , U, der beiden Parabeln ¢,

undc; hinzugenommen (Bild 7).
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Bild 7. Die Mittelpunktkurve des Blschels aus den Bild 8. Die Urbilder von X** in bezug auf ¢ liegen
Parabeln ¢, und c; ist eine Hyperbel durch Ug, und Ug, - auf den Geraden @, und 0, .

Es deht jetzt alles aur Verfigung, un fir diesesBeispiel 'Schnitt zweier Kegelschnitte' das
Verhalten der NEwToN-Abbildungx — x** aufgrundihrer Zerlegungx — x*° - x**in zwei
Schritte anhand von Grafiken demonstrieren zu konren, insbesondere was aziehende Fix-
punke und im Unendichen abstofende Fixpurkte und sowie astol¥ende Punkte mit dem
Unpunk als Bild angeht. Daswerde hier jedoch nicht weiter ausgefthrt. Es werde noch ein

Blick geworfen auf

3.2 Die Umkehr der zwei Halbschritte. Sei x** O G undauferhalb beider Parabeln c; und
C, gelegen. Sel ¢ einer der beiden Kegelsdhnitte. Die Bilder 4 und 5lass@ erkennen, wie die
Urbil der dieses Punktesx** in bezug auf ¢ zu korstruieren sind; Bild 8 In bezug auf ¢ sind

die Mittellinien, auf denen X** liegt, die Tangenten £, und f, aus X** an c. Deren ureigent-

liche Punkte sien u; undu,, undsichtlich tragen deren Polaren 0, und U, in bezug auf c die
Urbilder X' von x**. Die Konstruktion der beiden Tangenten ist eine quadratische Aufgabe
(Schnitt Polare mit Kegelsdhnitt). Die Konstruktion der Polaren einesuneigentlichen Punktes
reduziert sich zu einem linearen Problem. Die Aufgabe, zu X** in bezug auf beide Parabeln ¢,
undc; die Urbilder zu korstruieren, ist vom Grad 4. Hier zerféllt sie eer in zwei quadratische

und vier lineare Aufgaben. Esreaultieren vier Urbildpurkte; Bild 9.
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g, Ug, a

Bild 9. Zu einem eigentlichen Punkt x*1 der auRerhalb beider Parabeln c; undc, liegt: fetter Punkt,

die vier Urbilder X3 , X5 , X3 und X, konstruieren: hohle Punkte.
Tangenten aus X an die Parabeln: ausgezogene Linien,
Polaren der uneigentlichen Punkte dieser Tangenten in bezug auf die Parabeln: gestrichelte Linien.

Erganzung zum Absdnitt Geometrie des Newton-Verfahrens I: Iterative Quad-atwurzebe-
rechnung Die Ermittlungder Urbilder von x™** ist eine quadratische Aufgabe, deren korstruk-

tive Losungin Bild 2 auf zwel Weisen nadhgetragen werden kann:

Verwenden der Parabel p: Die Polare von X** in bezug auf die Parabel p trifft p in Punkten,
deren Projektion aus dem Fernpunk der Parabel auf die x-Achse die Urbilder sind.

Verwenden desKreisesk: Eine der zur x-Achseparallelen Tangenten an den Kreis k wird zur
uneigentlichen Geraden U erkléart; sie bertihre den Kreisin u, ('Slid-" oder ‘Nordpd') Die Po-
lare von X*! in bezug auf den Kreis k trifft den Kreis in Punkten, deren Projektion aus dem
uneigentlichen Punkt u, auf die x-Achsedie Urbilder sind.

3.3 Uber zulassge und auszuschlielRende Startpunkte. Die Wahl eines Punktes X' aufer-
halb vonc; undc; bzw. aufRerhalb vonp resp. k, um entweder den nachfolgenden Iterations-
punk X** oder um alle vier rep. zwei Iterationsurbilder X7 (j O {1, 2, 3, 4} bew. j O {1, 2})
zu ermitteln, ist verschiedenen Umstanden gesdiuldet. DieseWahl ist Tell einer hier nicht
angedellten Reditétsuntersuchung. Sie wird auch getroffen, da nur Konstruktionen gefragt

sind, de ganz im Redlen verlaufen — um sie durch dasKomplexe ai fihren, sind die Metho-
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den zu fern und ar Aufwand zu gro3.Und de numerische Mathematik hat ihre Verfahren im
wesatlichen Ubker E entwickelt. Allerdings scheint esnunausgegprochen paradox zu sein, bel
der Aufgabe 'Schritt zweier Kegelsdhnitte' zu einer Naherungsl 6sung X** nach schlechteren
Naherungen X', X, X3, X4, ... gefragt zu haben. Aber ein Blick auf Bild 7 lehrt: Jeder der
redlen 'verbotenen Startpunkie' (sie liegen alle auf der Mittelpunktkurve desBusdels aus den
Parabeln ¢; undc,), der aul¥erhalb beider Parabeln liegt, bestzt eine (hdchstens ézéhlbare)
Folge aus reellen Urbildern, und vondenen ist jeder aus éen diesen Grunde ds Startpunk
ebenfalls auszusdhlieflen. Dasist unabhéngig von dr Schnittpunktkonfiguration. Sind aber
dle vier Schnittpunke reell und \erschieden, so gilt: Die iterierten Urbilder der
besdriebenen Tell e der Mittelpurktkurve, fir die bel jedem Schritt die im Inneren der beiden
Parabeln liegenden Stiicke weggelassen werden, zerlegen die Ebene in kampli zierter Weisein
Teile. Jeder Punkt solch eines Teils ist Startpunke a1 einem bedimmten Losungspunkt als
Zielpunkt. Nur weil konkrete Rechnungnicht in K, sondern immer ndherungsweise in der
Regel in einer Computer-Arithmetik stattfindet, sind de Startpunkte, welche nicht zugelassa
sind, weil sie aif einen verbotenen Iterationspunk fuhren, nicht zu bemerken. Fir
algebraische Gleichungsg/steme mit aussdiliefdlich reellen Nullstellen het jeder Punkt, als
Startpurkt genommen, auch einen Zielpurkt, nur ist der nicht notwendig ein Losungspunk
der Aufgabe. Die Verhdltnisse snd nicht einfacher als in dem von CoLLATZ (s. Fu3nde 14)
besdriebenen Beispiel 'Startpunke des NEwTON-Verfahrens fir die Null stellen einer Kubik
mit drei reellen Nullstellen!" Hat eine quadratische Gleichungen komplexe Nullstellen, so
wird des durch das Verhalten weniger Iterationssdiritte sgnalisiert — eine der weiteren

interessaten Aufgaben.

Die hier im Erzéhlerstil gebotenen undsehr unwvoll standigen Betrachtungen kringen fir das
NEwTON-Verfahren aus der Sicht der numerischen Mathematik zwar keinen Gewinn, sie
dedken aber auf, dal3 zwischen geometrischen Abbildungen und Schritten von Iterationsver-
fahren sogar aufsahluf¥eiche Beziehungen bestehen komen.



